
LEZIONE 7La deessione gravitazionale \in grande"Col problema 4 della sorsa lezione abbiamo visto he la deessione '�e, ma permisurarla dobbiamo usare \un laboratorio pi�u grande." L'idea �e di usare tutta la Terraome laboratorio, visto he l'entit�a della deessione angolare �e proporzionale alla distanzaperorsa dalla lue.Nase per�o una diÆolt�a: non si pu�o usare tranquillamente il PE perh�e esso valein un rif. in aduta libera in ui la gravit�a si anella. Ma �e hiaro he se la lue perorreuno spazio delle dimensioni della Terra tale rif. non esiste: la gravit�a non si anellaperh�e il ampo gravitazionale non �e ostante, n�e in grandezza n�e in direzione. Peri�oper fare il alolo oorrono onosenze pi�u approfondite, ossia la RG vera e propria.Aontentiamoi di erare soltanto l'ordine di grandezza. �E hiaro he l'e�etto �emaggiore quando la distanza �e minima, e diminuise quando il raggio si allontana dallasuper�ie terrestre. Cerhiamo allora di avarela on un ompromesso: poniamo he gsia ostante per un tratto pari a 2R (diametro terrestre) e nulla fuori. Allora siamo nelleondizioni dell'asensore, e troviamo:# = 2gR2 = 2GM2R ' 10�9 rad:Come vedete, anhe in questa situazione siamo molto al di sotto di i�o he gli strumentiattuali permettono di misurare. Se per�o invee della Terra usassimo il Sole, nel aloloambierebbero soltanto la massa e il raggio: otterremmo# ' 2 � 10�6 rad ' 0:800e questo �e un angolo he on le tenihe astronomihe pu�o essere misurato. Il aloloesatto, fatto on la RG, porta all'espressione:# = 4GM2R (7{1)he di�erise dalla nostra solo per un fattore 2: l'ordine di grandezza �e quindi orretto.
�g. 7{1

A questo punto possiamo ripren-dere il disorso gi�a fatto nella seondalezione, e la relativa �gura (�g. 7{1).Ho gi�a raontato la storia di questemisure e le diÆolt�a he si presentano.Ho anhe aennato he negli ultimianni si �e aggiunta una nuova possibi-lit�a: quella di usare le quasar.Le quasar sono radiosorgenti, onforte emissione a lunghezze d'ondamolto pi�u lunghe del visibile. Sonosorgenti piole, non estese, pratiamente puntiformi, (il nome india appunto \quasistellari"). �E il aso di riordare, anhe se non ha importanza per i nostri sopi attuali,he le quasar appaiono piole perh�e sono estremamente distanti (ome �e mostrato dalgrande redshift, di ui parleremo pi�u avanti). Debbono quindi essere anhe estremamenteintense, e il meanismo di un'emissione os�� intensa ha sempre dato da disutere.Le posizioni delle quasar possono essere misurate on preisione usando i radiotele-sopi, o meglio i radiointerferometri a grande base, il he implia un'altissima risoluzione.



92 Insegnare relativit�a nel XXI seoloIl fatto di non lavorare nel visibile o�re molteplii vantaggi:1. Non oorre pi�u aspettare un'elisse di Sole, ma le misure possono essere fatte inqualunque giorno dell'anno, in qualunque ora del giorno o della notte, e in qualunqueloalit�a.2. Non abbiamo pi�u bisogno del ielo sereno, poih�e le nuvole non inuenzano la pro-pagazione delle onde e.m. nel ampo radio.

�g. 7{2

�E suÆiente he una delle due ra-diosorgenti sia viina al Sole, nel sen-so della nostra linea di vista, perh�esolo allora la deessione �e abbastanzagrande. Per anni si �e sfruttato il fattohe esiste una oppia di quasar omeindiate in �g. 7{2, fatte apposta per inostri sopi. I nomi delle due radiosor-genti indiano sempliemente i n. 273e 279 del atalogo di Cambridge delleradiosorgenti (lasse 3). Sono piutto-sto intense e formano tra loro un an-golo abbastanza piolo, ira 4Æ.Una di esse �e oultata dal So-le, una volta l'anno, mentre l'altra no.Possiamo quindi misurare l'angolo hesepara le quasar quando sono lontane dal Sole e quando invee una delle due appare ra-dente al Sole. Immediatamente prima dell'oultazione la quasar si trova viina al bordodel Sole, peri�o la radiazione he arriva a noi viene deviata dell'angolo (7{1), he per ilSole vale 1:7500. Quando poi il Sole passa oltre, la quasar riappare all'altro bordo e laradiazione viene deviata in senso ontrario.Che osa sono gli interferometri a grande base, di ui ho parlato poo fa? Sappiamohe la risoluzione angolare di un telesopio �e inversamente proporzionale al suo diametro.Usando pi�u radiotelesopi, distanti migliaia di hilometri l'uno dall'altro, he lavorano insinronismo, si realizza un interferometro la ui risoluzione �e quella di un telesopio didiametro pari alla distanza fra i telesopi singoli. Si arriva os�� a qualhe millesimo diseondo d'aro.Gioando poi sul fatto he questa situazione si pu�o ripetere tutti gli anni senzaondizionamento di eventi meteorologii, si guadagna in preisione ripetendo la misurapi�u volte. Oggi �e possibile misurare la deessione gravitazionale anhe per radiosorgentilontanissime dal Sole (a 90Æ di distanza angolare dal Sole). Il risultato �e he la previsionedi Einstein �e veri�ata meglio dell'uno per mille, e per un largo intervallo di distanze delperorso della lue dal entro del Sole.Lenti gravitazionaliImmaginiamo he una quasar stia dietro a una erta distribuzione di materia didensit�a variabile (galassia), fatta sostanzialmente di stelle e di gas, trasparente alla ra-diazione e.m.: ome qualunque distribuzione di materia, essa produe una deessionegravitazionale. A di�erenza del Sole per�o non �e ostituita da materia onentrata; peri�ol'angolo di deessione non dereser�a inversamente alla distanza dal entro, ma varier�ain modo pi�u ompliato, ome aennato nella �g. 7{3.Nel aso in �gura, della sorgente originale vediamo tre immagini: una �e la sorgentevera e le altre due sono sue immagini virtuali. La distribuzione di materia �e per�o tridi-mensionale, e questo rende possibile la formazione di pi�u immagini. Ci sono asi in uidi una quasar si vedono 5 immagini, disposte a roe.



Lezione 7 93

�g. 7{3Ma ome possiamo rionosere se le varie immagini si riferisono alla stessa quasaro sono sempliemente sorgenti distinte? Basta esaminare lo spettro: le quasar emetto-no anhe nel visibile e nel loro spettro presentano righe di assorbimento, tipihe deglispettri stellari. Come ho gi�a aennato, le quasar sono sorgenti molto lontane, quindi lerighe hanno un notevole redshift (osmologio), la ui entit�a dipende dalla distanza dellasorgente (in prima approssimazione �e proporzionale alla distanza: legge di Hubble). Se iredshift delle varie immagini oinidono, �e ragionevole supporre he si tratti di un'uniasorgente.Le veri�he \lassihe" della RGSi hiamano os�� le veri�he dei tre e�etti gi�a previsti da Einstein:1. preessione del perielio di Merurio.2. deessione gravitazionale della lue3. redshift gravitazionaleLa preessione del perielio di Merurio:Ho gi�a aennato nella seonda lezione a \un indizio trasurato," e ho riordato hequesto omportamento \strano" di Merurio fu spiegato da Einstein ome onseguenzadelle sue equazioni, appena trovate, e senza bisogno di nessuna ipotesi addizionale. Pur-troppo una spiegazione del modo ome la preessione risulta dalla RG �e deisamente aldi fuori delle possibilit�a di una presentazione elementare, quindi dobbiamo rinuniare adesriverla.Questo non vuol dire per�o he l'argomento debba essere ignorato: al ontrario,si tratta di un esempio straordinario per apire he os'�e una teoria sienti�a e il suopotere predittivo. Einstein non ostru�� la RG per spiegare il moto di Merurio: segu��una linea di ragionamento del tutto diversa. Ma una volta arrivato alle equazioni heollegavano la massa del Sole e la urvatura dello spazio-tempo nel suo intorno, quelomportamento di Merurio ne seguiva on inderogabile neessit�a! Il 17 gennaio 1916Einstein sriveva a P. Ehrenfest: \Per aluni giorni, sono rimasto fuori di me per l'ei-tazione e per la gioia."La deessione gravitazionale della lue:Questa, ome la seguente, �e una vera e propria previsione, nel senso di un fenomenohe disende dalla teoria ma a quel tempo non era mai stato osservato.Abbiamo gi�a detto he su piola sala possiamo desrivere la deessione partendodal fatto he la radiazione e.m. deve andare in linea retta in un RI (in aduta libera); mavista dalla Terra, he non �e un RI nel senso di Einstein, la lue urva la sua traiettoria.Noi diiamo impropriamente \a ausa della forza di gravit�a." In pohe parole, anor pi�uimpropriamente: la lue viene deessa da un ampo gravitazionale.Esiste in proposito un omplesso di disorsi onfusi he si trovano di frequente nelletrattazioni divulgative (ma non solo : : : ). Vi espongo la linea del ragionamento, anhe



94 Insegnare relativit�a nel XXI seolose per ora non posso darne la ritia puntuale. Si die: per l'equivalenza massa{energia,anhe un fotone, he trasporta energia, ha massa. Ma ogni massa inerziale �e anhegravitazionale, quindi soggetta a forza in un ampo gravitazionale. Da qui segue heanhe la lue non pu�o viaggiare in linea retta in un ampo gravitazionale, ma vienedeviata.Sulla osiddetta \equivalenza massa{energia" torner�o ampiamente a suo tempo emostrer�o quanto sorretto sia usarla al modo appena visto. Per ora non aggiungo altro.Tornando alla deessione dedotta dal PE, vi riordo he su grande sala, in un amponon uniforme, il semplie disorso del rif. non inerziale non funziona. Purtroppo questo�e uno dei punti dove una trattazione elementare deve arrestarsi.Il redshift gravitazionale:Consideriamo l'astronave aelerata (problema 5 della sorsa lezione): abbiamo gi�avisto he in essa '�e una variazione tra la frequenza emessa alla base e quella rivelataalla sommit�a (una diminuzione se l'onda e.m. si propaga nella direzione in ui l'astronaveaelera).Per il PE questo deve aadere anhe sulla Terra, in presenza di un ampo gravita-zionale, perh�e l'astronave aelerata equivale a un rif. fermo in un ampo gravitazionale.Quindi: un ampo gravitazionale produe un redshift (gravitazionale, da non onfondereon quello osmologio, di ui riparleremo).Notate he per questo ragionamento si usano tre sistemi di riferimento:K0: RI in assenza di gravit�a, di ui abbiamo bisogno per fare i onti in partenzaK0 : rif. dell'astronave aelerataK : rif. fermo sulla Terra.Quello he suede in K0 suede anhe in K alla stessa maniera; quindi se nell'astronaveaelerata si vede un erto e�etto, questo si deve vedere pure sulla Terra.In altre parole: se prendiamo l'astronave, e invee di mandarla nello spazio on imotori aesi la lasiamo sulla Terra, orredata degli stessi strumenti di misura, si do-vr�a notare (registrare, misurare) lo stesso e�etto. Einstein nel 1911 proprio on questoragionamento fa la prima previsione dell'esistenza del redshift gravitazionale.Se metto sul pavimento un trasmettitore e sul soÆtto un rievitore, la frequenzadella radiazione rivelata �e pi�u piola di quella emessa seondo la relazione he abbiamogi�a sritta: Æ�� = �v = �gh2 : (7{1)Commenti e note:1. Il ragionamento �e approssimato: vale se 12g t2 � h ossia se gh=2 � 1, e se il ampogravitazionale pu�o essere ritenuto uniforme.2. Stessa onsiderazione per l'e�etto Doppler, he si tratta al primo ordine in v=.La prima veri�a sperimentale (Pound e Rebka) �e del 1960 ed �e stata possibilegrazie all'e�etto M�ossbauer. Si usano i  molli emessi dal 57Fe (prodotto di deadimentodel 57Co). L'e�etto M�ossbauer onsiste nel fatto he i nulei he emettono i fotoni sono\legati" al ristallo, e questo fa s�� he la riga emessa sia molto stretta (larghezza relativadell'ordine di 10�12).Abbiamo visto per�o he sulla Terra Æ�=� = 10�16 per metro di dislivello; nel primoesperimento il dislivello era 25m, quindi la variazione di frequenza era molto minore dellalarghezza delle righe. Si �e dovuto peri�o riorrere a espedienti raÆnati, di ui qui nonpossiamo parlare.



Lezione 7 95Per una sorgente astronomia (Sole, stelle) l'approssimazione gh=2 � 1 non �e pi�uvalida perh�e h �e la distanza Sole{Terra o stella{Terra, e erto il ampo non �e uniforme.Dal punto di vista di un omino sulla super�ie del Sole, la situazione �e analoga a quellagi�a trattata, perh�e la lue \sale" nel ampo gravitazionale, ma poi la gravit�a diminuiseon la distanza: : : Il alolo esatto, ondotto on le relazioni omplete della RG, ondueall'espressione: �r�e =r1� 2GM2R :Per il Sole 2GM=2R vale ira 4 �10�6, quindi l'e�etto sarebbe molto maggiore he sullaTerra. La diÆolt�a �e per�o di onosere la frequenza emessa, per pi�u ragioni:{ presenza di ampi magnetii, he allargano le righe per e�etto Zeeman{ moti onvettivi, he produono e�etto Doppler{ ulteriore allargamento delle righe dovuto alla pressione (interazione di un atomo onquelli viini).Il risultato �e he non i sono veri�he onvinenti nel aso del Sole.La situazione �e migliore per le nane bianhe (stelle molto ompatte, on massaira pari a quella del Sole ma on raggio molto pi�u piolo, dell'ordine di 10 000 km):in questo aso il redshift vale ira 10�4. Qui la diÆolt�a �e un'altra: distinguere il redshiftgravitazionale dal \banale" e�etto Doppler, dovuto al moto della stella rispetto a noi.Infatti per la gran parte delle stelle l'unio modo per rivelare quel moto �e propriol'osservazione di uno spostamento delle righe spettrali, verso il rosso o verso il blu. Standoos�� le ose, siamo in un giro vizioso: non possiamo usare lo spostamento osservato permisurare la veloit�a, e poi sperare di rivelare allo stesso tempo il redshift gravitazionale!Per fortuna i sono alune nane bianhe viine, per le quali �e stato possibile riavareil moto da misure eslusivamente geometrihe (non posso ora addentrarmi nei dettagli).In questi asi si �e riusiti a rivelare il redshift gravitazionale, ma '�e un altro problema:nella formula entrano massa e raggio della stella, he non sono noti. Esiste solo la teoriahe fornise una relazione fra massa e raggio: mettendo insieme teoria e osservazioni,si arriva quindi a determinare i due parametri, ottenendo valori del tutto ragionevoli.Di pi�u non si riese a fare.Nel 1911 Einstein diede un'altra dimostrazione del redshift gravitazionale, indipen-dente dalla preedente e basata sull'inerzia dell'energia. Detto molto in breve, il ragio-namento (esperimento ideale) �e questo:a) Si prende un orpo di data massa e lo si solleva a una erta altezza, faendo un ertolavoro.b) S'invia al orpo una erta quantit�a di energia sotto forma di radiazione. Il orpol'assorbe, e la sua massa aumenta.) Si riporta il orpo in basso, riavando pi�u lavoro di quello eduto.d) Gli si sottrae l'energia assorbita.Se non i fosse il redshift, il giohetto i permetterebbe di tirar fuori pi�u energia di quantane abbiamo data.Ma di questa dimostrazione non possiamo parlare adesso, prima di aver trattatol'argomento entrale: appunto l'inerzia dell'energia.Nota didattiaNella s.s.s. la deessione gravitazionale della lue pu�o essere a�rontata piuttostopresto: �e un fatto abbastanza elementare he non presenta punti ritii. �E suÆiente hei ragazzi abbiano apito il PE. Il redshift gravitazionale �e molto pi�u omplesso. Per ria-varlo oorre usare tre rif., passare nel modo giusto da uno all'altro, usare orrettamenteil PE, e.



96 Insegnare relativit�a nel XXI seoloMa soprattutto mi preoupa il rishio he parlando di redshift gravitazionale silasino entrare senza volerlo nella testa degli studenti strane idee ira \la gravit�a herallenta gli orologi" o addirittura \he rallenta il tempo." Pi�u avanti vi proporr�o unastrada diversa per ragionare su questi fenomeni. Ho raontato il redshift gravitazionaleome appliazione del PE solo per seguire lo sviluppo storio; oggi, a 85 anni di distanza,�e meglio non seguire questa strada. Abbiamo altri fatti sperimentali, altri strumenti,altre tenihe; per ui a mio parere esistono perorsi didattiamente pi�u adatti.Problemi1. Gli e�etti he abbiamo disussi dipendono tutti dal rapporto tra la grandezza GM=2e il raggio (della Terra, del Sole: : : ). GM=2 ha le dimensioni di una lunghezza. Naseperi�o l'idea di usare unit�a di misura in ui G = 1,  = 1, s�� he massa ed energia abbianodimensioni di una lunghezza.Calolare:{ la massa in kg pari a 1 metro{ la massa della Terra in metri{ la massa del Sole in metri.2. Esiste un'analogia fra le lenti gravitazionali e il miraggio? Spiegare.3. Per un oggetto di massa pari al Sole, a he distanza la lue gli girerebbe intorno inerhio?4. Che suede se si prova a sinronizzare, in un'astronave aelerata, due orologi uno apoppa ed uno a prua?RisposteProblema 1. (Unit�a geometrihe di massa):Posto R = GM=2, tutto si ridue a alolare M dato R o vieversa.Poih�e M� = 5:97 � 1024 kg e M� = 1:99 � 1030 kg, le risposte sono:{ 1 metro equivale a 1:35 � 1027 kg.{ La massa della Terra �e 4:44 � 10�3m.{ La massa del Sole �e 1:48 � 103m.Problema 2. (Lenti gravitazionali e miraggio):L'analogia esiste, in questo senso. Nel aso del miraggio, la lue he proviene dal-l'oggetto pu�o raggiungere l'ohio dell'osservatore per due (o pi�u) vie: quella diretta, e ilperorso inurvato in prossimit�a della super�ie alda del terreno. Questo d�a l'impres-sione di una sorgente sdoppiata.Nel aso di una lente gravitazionale aade qualosa di simile: la lue he provieneda una sorgente lontana viene deessa da un orpo interposto (tipiamente una galassia).Pu�o aadere he la lue arrivi al telesopio per pi�u perorsi diversi (anhe 5) produendoquindi altrettante immagini dello stesso oggetto (�g. 7{3).La di�erenza sta nella ausa �sia della deviazione: nel miraggio si tratta di va-riazioni dell'indie di rifrazione dell'aria on la temperatura; nella lente gravitazionaleinvee �e la geometria dello spazio-tempo attorno alla lente he �e deformata e altera lapropagazione della lue.Problema 3. (La lue in erhio):Nel problema 6 della sorsa lezione abbiamo trovato l'equazione artesiana del raggiodi lue: y = g x22 2 :



Lezione 7 97Da questa si ottiene y00 = g=2, quindi il raggio di urvatura nel vertie della parabola�e % = 2=g.D'altra parte g = GM=R2, quindi % = 2R2GM :Basta imporre % = R, e si arriva a R = GM=2 = 1:48 � 103m ome abbiamo visto nelproblema 1.Per�o questo alolo pu�o dare solo l'ordine di grandezza, non il risultato esatto: infattile equazioni della RG portano a un valore 3 volte maggiore. Come mai?Non possiamo erto spiegare il fattore 3, ma possiamo renderi onto dell'approssi-mazione insita nel alolo. La soluzione del problema 4, nella sorsa lezione, ha fatto usodel PE: i siamo messi in un asensore in aduta libera nel ampo della Terra, e. Que-sto �e del tutto orretto, e non implia nessuna approssimazione. Ma ora abbiamo usatoper g l'espressione newtoniana GM=R2, e i�o �e aettabile solo se il ampo gravitazionale�e debole, ma non lo �e nelle ondizioni di questo problemaAmhe la trasformazione dal rif. in aduta libera a quello \fermo," he �e statafatta seondo le presrizioni galileiane, non possiamo aspettari he onservi validit�anelle nuove ondizioni. Si noti: non a ausa della veloit�a relativa dei due rif., hesar�a piola, visto he interessa solo l'inizio della aduta; ma perh�e lo spazio-tempo �efortemente deformato. Per esempio, la misura del tempo nei due rif. non �e erto la stessa;ma per ora non possiamo dire di pi�u.Problema 4. (Orologi nell'astronave aelerata):Il problema 5 della lezione preedente i ha portato alla formulaÆ�� = �ah2per la variazione di frequenza, nel senso he un segnale emesso on frequenza � a poppaarriva a prua on frequenza �0 = � + Æ� (Æ� < 0).Se a poppa '�e un orologio, nel tempo T segnato da questo il trasmettitore emet-ter�a N = �T ili del segnale, he verranno rievuti a prua nello stesso numero N , maon frequenza minore. La durata del segnale rievuto sar�a dunqueT 0 = N�0 = N� + Æ� = T �1� Æ�� � = T �1 + ah2�:Dunque i due orologi non sono sinronizzati: mentre quello di poppa segna il tem-po T , quello di prua segna T 0 > T . Ho di proposito usato \mentre," parola he nellinguaggio omune d�a il senso di una ontemporaneit�a, proprio per indiare ome i sipu�o far inuenzare da usi linguistii: : :In realt�a la sola osa he si pu�o dire �e he l'intervallo segnato dal primo orologiodurante l'emissione del segnale �e pi�u breve di quello segnato dal seondo durante lariezione dello stesso segnale; ma su quale sia la orretta interpretazione di questo fatto,dovremo disutere.
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