
LEZIONE 8L'esperimento di Hafele e KeatingIl primo dei \nuovi esperimenti," 
he 
ome ho gi�a detto rendono oggi molto pi�u fa
ileinsegnare la relativit�a evidenziandone �n dall'inizio gli aspetti �si
i essenziali, �e quellorealizzato nel 1971 da Hafele e Keating.Per i nostri s
opi l'esperimento H{K si presenta in po
he parole: 
onsiste nel montaredue orologi atomi
i su due aerei 
he fanno il giro del mondo, l'uno in senso orario, l'altroin senso antiorario (uno verso Est, l'altro verso Ovest). Gli orologi sono stati regolati allapartenza in modo da segnare lo stesso tempo; quando atterrano di nuovo all'aeroportodal quale sono partiti, si trova 
he segnano tempi diversi. Pi�u esattamente, alla �ne delviaggio, durato un po' pi�u di due giorni, l'orologio 
he aveva viaggiato verso Ovest eraavanti rispetto all'altro di 332 ns.Per dis
utere e interpretare l'esperimento 
i 
onviene s
hematizzarlo. In primo luogosupporremo 
he tutto il viaggio degli aerei si svolga lungo l'equatore, 
osa 
he nell'espe-rimento reale non era: gli aerei erano normali aerei di linea, e quindi per
orrevano lerotte usuali; inoltre partenza e arrivo avvennero a Washington. Un'altra sempli�
azione
onsiste nel supporre 
he il moto degli aerei sia uniforme (
on la stessa velo
it�a per en-trambi) e la quota 
ostante; in parti
olare tras
ureremo le variazioni di quota al de
olloe all'atterraggio. La 
osa non �e priva d'in
uenza, e per 
onfrontare i risultati trovati 
onla teoria o

orre tenerne 
onto; ma ora sarebbe troppo 
ompli
ato pensar
i. Mi limito ari
ordare 
he quando pi�u avanti parleremo di a

ordo fra teoria ed esperimento, il 
on-fronto andr�a inteso tenendo 
onto di tutto: variazioni del per
orso, della velo
it�a, dellaquota: : : �E 
ompli
ato, ma �e possibile.
1 2

�g. 8{1
Dunque gli orologi partono dall'aeroporto A posto al-l'equatore (�g. 8{1); l'orologio 1 gira in senso antiorario,l'orologio 2 in senso orario. Quando ritornano in A, si 
on-fronta l'intervallo di tempo ��1 segnato dall'orologio 1 
onquello ��2 segnato dall'orologio 2. L'esperimento mostra
he ��2 > ��1: questo dobbiamo dis
utere e interpretare.Ma prima non posso evitare una pi

ola divagazione sul-la �g. 8{1 e sul linguaggio 
he ho usato. Ho detto \l'orologio1 gira in senso antiorario" e voi non 
i avrete trovato nienteda ridire. Eppure qual
osa da dire 
'�e: avrei dovuto dire\gira in senso antiorario guardando da Nord." Allo stessomodo, sebbene sia 
orretto dire 
he la Terra ruota da Ovesta Est, non �e altrettanto 
orretto dire 
he la rotazione �e antioraria. Lo �e solo se vista daNord, mentre per 
hi la guardi da Sud �e oraria. �E solo il fatto 
he noi viviamo nell'emi-sfero settentrionale, unito alla priorit�a stori
a 
he l'area mediterranea e l'Europa hannoavuto nello sviluppo s
ienti�
o, a far
i vedere 
ome naturale un punto di vista 
he �e solouno di due possibili e ugualmente le
iti.Dis
ussione dell'esperimentoPrima di tutto: 
ontro le apparenze, i due orologi non sono in 
ondizioni simmetri
he,
ausa la rotazione terrestre. In un RI 
he si muove insieme alla Terra ma senza ruotare,e 
he 
hiamer�o K, l'orologio 1 ha velo
it�a maggiore di 2. Anzi: rispetto a K ambedue gliorologi viaggiano verso Est: questo per
h�e la velo
it�a di un aereo normale �e minore dellavelo
it�a periferi
a della Terra. Infatti quest'ultima all'equatore vale 
ir
a 460m=s, bensuperiore alla velo
it�a del suono; ma gli aerei di linea non sono supersoni
i! Del resto,una prova diretta si ha osservando 
he 
hi viaggi su un aereo 
he attraversa l'Atlanti
overso Ovest non vede il Sole spostarsi verso Est.



100 Insegnare relativit�a nel XXI se
oloDunque la di�erenza fra i due aerei �e 
he (sempre rispetto a K) uno viaggia pi�uvelo
emente dell'altro, per
h�e 1 somma la sua velo
it�a a quella della Terra, mentre 2la sottrae.Il 
ondizionamento dovuto alla tradizione spinge a leggere il risultato dell'esperimen-to H{K in un 
erto modo, 
he non �e il migliore. Questo �e un punto 
entrale, 
he o

orreesaminare attentamente: �e molto fa
ile 
redere 
he l'esperimento dimostri 
he il temposegnato da un orologio dipende dal suo moto. Per
i�o il 
entro della nostra dis
ussionesar�a proprio su questo spe
i�
o punto, e voglio dedi
argli lo spazio 
he merita. Per�oprima �e meglio sgomberare il terreno da possibili dubbi, posti in 
erto senso a monte,e relativi alla stessa aÆdabilit�a dell'esperimento.Ma il ritardo �e genuino?Il primo dubbio 
he pu�o venire in mente �e: 
ome possiamo sapere 
he durante ilviaggio sugli aerei gli orologi non siano stati disturbati in qual
he modo? Si tratta diun dubbio niente a�atto diverso da quelli 
he 
i si pone in qualunque esperimento di�si
a. Quando si fa un esperimento di questo genere 
i si deve assi
urare 
he i 
ampimagneti
i, la temperatura, la pressione atmosferi
a, e

., non lo disturbino, introdu
endoerrori sistemati
i. Tutto 
i�o si pu�o veri�
are, per
h�e per esempio si pu�o simulare unviaggio in aereo, si possono ris
aldare o ra�reddare gli strumenti, sottoporli a variazionidi pressione e

. �E 
hiaro 
he prove del genere vanno fatte; per�o tale esigenza non sollevaal
una questione di prin
ipio.�E giusto ri
ordare 
he agli esperimenti non si deve 
redere 
ie
amente: un esperimen-to pu�o an
he essere sbagliato, pu�o essere stato fatto in 
ondizioni s
orrette. Ma o

orretener presente 
he gli esperimenti signi�
ativi vengono veri�
ati, analizzati, vagliati sot-to tutti i punti di vista: al
uni resistono, altri no. Dal momento 
he l'esperimento H{Kha retto alle 
riti
he, 
onviene a

ettarne il risultato.La mar
ia di un orologio non dipende dal suo motoMa allora, per
h�e non si pu�o dire 
he il tempo segnato dall'orologio dipende dallavelo
it�a dell'aereo? In primo luogo, per il PR. Questo 
i obbliga a dire 
he ogni orologio
he sta in un RI �e uguale a qualunque altro. Non 
i pu�o essere nessuna di�erenza trai due: altrimenti l'esperimento 
i permetterebbe di determinare lo stato di moto di unorologio. Parlare di un e�etto dello stato di moto sul 
omportamento degli orologi,signi�
a andare 
ontro il PR.Naturalmente 
i si pu�o salvare osservando 
he l'e�etto non �e \intrinse
o" all'orologio,ma solo apparente; un tale modo di presentare la 
osa ha per�o pi�u di un difetto. Il primo�e di natura didatti
a: sebbene questa via d'us
ita | 
he poi �e quella tradizionale | nonsia erronea in s�e, �e per�o molto diÆ
ile presentarla 
orrettamente, ossia in modo 
he nonvenga 
onfusa 
on l'interpretazione \ingenua" vista sopra: quella 
he va 
ontro il PR.Credo 
he un buon 99% degli oppositori della relativit�a (una spe
ie an
ora molto �orente)sia appunto stata indotta in errore dalla 
onfusione tra i due punti di vista; e quel 
he �epeggio, 
redo | 
on qual
he prova di fatto | 
he la gran parte degli studenti 
ada nellostesso equivo
o.La se
onda 
ontroindi
azione all'interpretazione \ortodossa" �e 
he essa apre la stradaa una serie di fraintendimenti �loso�
i (presunto ruolo dell'\osservatore," soggettivit�a deidati dell'esperienza, e

.) 
he non hanno niente a 
he fare 
on la �si
a, ed �e bene tenerelontani il pi�u possibile. Ne abbiamo gi�a parlato, e non star�o a ripetermi.Ma soprattutto: qui non stiamo dis
utendo il 
lassi
o 
aso di due orologi in motorelativo uniforme, osservati dal rif. in 
ui uno �e fermo e l'altro �e in moto. Qui 
i sono s��due orologi, ma nel momento in 
ui li 
onfrontiamo | alla partenza e all'arrivo | essisono in quiete relativa: entrambi fermi all'aeroporto. Quest'osservazione apre per�o laporta a un'obiezione pi�u fondamentale, 
he ora dobbiamo esaminare: visto 
he partono



Lezione 8 101e arrivano insieme, i due orologi non possono trovarsi entrambi in RI, 
he per de�nizionesono in moto relativo TRU (traslatorio rettilineo uniforme).A dire il vero, i RI di 
ui ho appena parlato sono quelli newtoniani: resterebbeaperta la possibilit�a 
he due RI in 
aduta libera possano e�ettivamente rein
ontrarsi.In 
asi spe
iali 
i�o a

ade (vi las
io di s
oprire 
ome e quando) ma non 
e ne dobbiamopreo

upare: di si
uro i nostri aerei non sono in 
aduta libera!Ma gli orologi non sono in riferimenti inerziali!Ma se un aereo 
he viaggia intorno alla Terra non �e un RI, il mio ri
hiamo al PR�e fuori luogo. E

o un'obiezione 
he a prima vista sembra insormontabile: : :�E senz'altro vero 
he gli orologi sono a

elerati, 
on a

elerazione v2=R (v essendola velo
it�a rispetto a K). A 
onti fatti, le a

elerazioni sono risp. 0:07m=s2 e 0:009m=s2:in entrambi i 
asi pi

ole rispetto a g, oltre un fattore 100 (il 
he prova 
he non sonoin 
aduta libera). Ma nemmeno un orologio fermo sulla Terra �e in 
aduta libera; per
i�ola vera domanda diventa questa: 
he e�etto ha sugli orologi atomi
i usati da Hafele eKeating, il fatto 
he gli aerei sono a

elerati?Qui 
i torna utile in primo luogo il PE, 
he 
i assi
ura 
he l'e�etto di tali a

elerazionisar�a equivalente a quello di una variazione di g: nel nostro 
aso, una variazione inferioreall'1% (non dimenti
ate 
he sugli aerei agis
e an
he la forza di gravit�a: l'a

elerazioneha solo l'e�etto di 
ambiarne un po' il valore).�E poi il momento di mettere a frutto la lunga dis
ussione 
he abbiamo fatta, nelleprime due lezioni, sugli orologi 
ome strumenti e sulla loro eventuale sensibilit�a a diverseperturbazioni, in
lusa un'a

elerazione. Abbiamo gi�a detto generi
amente 
he per gliorologi atomi
i l'e�etto di un'a

elerazione �e tras
urabile; ma ora da un lato 
apite per
h�e
i serviva preo

upar
ene, dall'altro abbiamo un 
riterio quantitativo: dato 
he l'e�ettoosservato �e di 332 ns su 50 ore, ossia un po' meno di 2 � 10�12, dobbiamo assi
urar
i 
heun orologio atomi
o non venga disturbato in questa misura da variazioni di g inferioriall'1%.Per fortuna, sappiamo 
he la mar
ia un orologio atomi
o �e in
uenzata in modotras
urabile da variazioni di g di quell'ordine. Questo per�o non si de
ide 
on sole 
on-siderazioni teori
he: o

orre sapere 
ome l'orologio atomi
o funziona, e meglio an
ora
hiedere a un esperto di orologi atomi
i se dobbiamo preo

upar
i o no. La risposta �eno: a questo livello gli e�etti dell'a

elerazione degli aerei sono irrilevanti.Di passaggio, la dis
ussione appena fatta mostra su un esempio 
on
reto ma fonda-mentale 
he 
osa vuol dire la mia insistenza sul fatto 
he la relativit�a �e una. Abbiamovisto 
he non si pu�o dis
utere un problema 
he tradizionalmente sarebbe 
onsiderato diRR, senza far uso del PE, ossia senza idee 
he appartengono alla RG.Il tempo assoluto non esisteRiepilogando: il moto, nel senso di moto uniforme dell'aereo, non ha e�etto grazie alPR. Quanto all'a

elerazione 
entripeta del rif., possiamo ritenerla equivalente alla forzadi gravit�a: l'e�etto di questa sull'orologio possiamo studiarlo in laboratorio e mostrare
he �e tras
urabile.Insisto 
he siamo a un punto 
ru
iale, per
h�e il modo pi�u 
omune di trattare l'ar-gomento �e opposto: si parla di e�etto del 
ampo gravitazionale e del moto degli orologi.Abbiamo qui una dis
riminante riguardo a quanto detto all'inizio del 
orso, 
ir
a latendenza a 
reare 
ompli
azioni inutili. Se si fanno dis
orsi sull'in
uenza del 
ampo digravit�a e del moto degli orologi, si �e sulla strada di 
reare una nebbia di \in
uenze"misteriose, dalla quale l'allievo forse non potr�a pi�u us
ire.



102 Insegnare relativit�a nel XXI se
oloTorniamo ora all'esperimento. Sappiamo 
he gli orologi vanno bene, 
he non 
i sonoragioni �si
he per
h�e non debbano segnare il tempo giusto; quindi se nell'esperimen-to H{K essi, partiti d'a

ordo, ritornano segnando tempi diversi, non si pu�o pi�u parlaredi tempo assoluto: 
ias
un orologio segna il suo tempo, 
he dipende dal modo 
ome essoper
orre lo spazio-tempo. �E una 
on
lusione diÆ
ile da a

ettare, ma an
or pi�u diÆ
ileda sfuggire.Per quello 
he vale (ma vale molto di pi�u di quanto pu�o sembrare a prima vista)propongo un'analogia 
on i per
orsi stradali. �E �n troppo ovvio 
he non 
'�e una distanzafra due 
itt�a: dipende dalla strada. E non 
i verr�a 
erto in mente di dire 
he il 
onta-
hilometri della nostra ma

hina 
ambia modo di funzionare a se
onda della strada 
hefa

iamo: �e la lunghezza del per
orso 
he non �e assoluta. Le due 
itt�a stanno dove stannosulla super�
ie della Terra; ma dall'una all'altra si pu�o andare per pi�u strade(
on
ettualmente in�nite) e 
ias
un per
orso ha una sua lunghezza. Nessuno
i trova niente di strano, solo per
h�e 
i siamo abituati per lunga esperienza.Quello 
he ora stiamo s
oprendo �e 
he 
on lo spazio-tempo su

ede la stessa
osa: �ssati due punti dello spazio-tempo, esistono in�niti per
orsi (ossia motidi 
orpi) 
he li unis
ono, e 
ias
uno ha una sua \lunghezza" (leggi: temposegnato dall'orologio). �E questo quadro 
on
ettuale 
he in relativit�a sostituis
eil tempo assoluto newtoniano. Il seguito del nostro dis
orso sar�a ora dedi
atoa pre
isare e mettere in forma quantitativa, matemati
a, quest'idea.L'orologio a lu
eAbbiamo ormai 
apito 
he per risolvere i problemi 
he abbiamo in
ontratodobbiamo rivedere le nostre idee sul tempo. La maniera pi�u sempli
e di arrivar
i�e di presentare l'orologio a lu
e. L R

h

�g. 8{2
S

∆x

h

L R�g. 8{3

Questo 
onsiste di una sorgente L (�g. 8{2) 
he manda unsegnale luminoso verso l'alto, dove a distanza h 
'�e uno spe
-
hio S, 
he ri
ette la lu
e verso il basso. Proprio a

anto a L
'�e un rivelatore R 
he vede il segnale ri
esso, lo 
onta, e tra-smette a L il 
omando di emettere istantaneamente un nuovo se-gnale. Naturalmente l'intervallo di tempo tra due s
atti su

es-sivi del 
ontatore sar�a il tempo impiegato dalla lu
e ad andaree tornare, 
io�e 2h=
: questo tempo lo 
hiamiamo �� . La pi�uimportante propriet�a di un tale orologio �e 
he il suo periodo di-pende es
lusivamente dalla distanza fra sorgente-rivelatore e spe
-
hio.Supponiamo ora 
he l'orologio a lu
e sia in moto rispetto alnostro laboratorio, e vediamo 
ome appariranno le 
ose nel rif. dellaboratorio (�g. 8{3). Mentre la lu
e sale, lo spe

hio si spostaverso destra, e lo stesso fa an
he il rivelatore: per
i�o la lu
e 
hearriver�a a R viaggia obliquamente.Chiamiamo �x lo spostamento dell'orologio nel tempo di andata e ritorno, e indi-
hiamo 
on h, 
ome prima, la distanza verti
ale tra la sorgente e lo spe

hio. Vogliamo
al
olare il tempo �t 
he la lu
e ha impiegato a fare il per
orso LSR.Lo spazio per
orso �e 
�t = 2ph2 + (�x=2)2 =p
2��2 +�x2 (8{1)da 
ui �� =p�t2 ��x2=
2: (8{2)



Lezione 8 103�E importante notare 
he qui abbiamo usato l'invarianza della velo
it�a della lu
e,per
h�e abbiamo sottinteso 
he la lu
e viaggia 
on la stessa velo
it�a 
 in entrambi i rif.(1)Il tempo proprioO

orre subito 
hiarire il signi�
ato dei due intervalli di tempo �t e �� . Il primo �e iltempo segnato da un orologio 
he sta fermo nel rif. del laboratorio, mentre �� �e il temposegnato dall'orologio a lu
e, 
he si muove rispetto al laboratorio. Teniamo presente 
hel'orologio a lu
e si porta dietro il suo 
ontatore; an
he se l'orologio si sposta noi possiamoleggere il 
ontatore, e 
os�� 
onos
ere il tempo segnato dall'orologio. Il tempo dell'orologioa lu
e �e dunque obbiettivo, nel senso 
he pu�o essere osservato da 
hiunque, leggendolo sulquadrante, o essere trasmesso via radio. Lo 
hiamiamo per
i�o tempo proprio.D'altra parte possiamo misurare �t, e an
he �x, nel nostro laboratorio. Allora laformula (8{2) pu�o essere interpretata di
endo 
he 
i sono due modi di determinare iltempo �� segnato da un orologio in moto: uno �e di leggerlo direttamente, l'altro �e diri
avarlo a partire dal tempo �t segnato da un orologio fermo e dallo spostamento �x
he ha fatto l'orologio in moto.Questo dis
orso �e importante per
h�e 
i fa 
apire 
he �� ha il 
arattere di un in-variante. Se 
i mettiamo in un RI diverso da quello del laboratorio, in 
ui l'orologio simuova a una diversa velo
it�a, an
he in questo rif. dovr�a valere la (8{2), 
on lo stesso �� .Ma lo spostamento �x0 dell'orologio �e 
ertamente diverso da �x, e allora an
he �t0 sar�adiverso da �t; per�o avremo sempre�� =q�t02 ��x02=
2: (8{3)La (8{3) 
i di
e 
he mentre �� | 
io�e il tempo segnato dall'orologio a lu
e |�e sempre lo stesso, per
h�e lo si legge direttamente sul quadrante, inve
e �t e �x 
ambianoda un rif. all'altro. Notate 
he la variazione dello spostamento �e ovvia, trattandosi di rif.in moto relativo; ma la variazione del �t non lo �e a�atto, e mostra appunto il 
arattererelativo, non pi�u assoluto, del tempo. Ci�o 
he resta sempre vero �e 
he si pu�o 
al
olareil tempo proprio dell'orologio dalla (8{2) (
he nell'altro rif. si s
rive (8{3)): il tempoproprio �e invariante.Tempo proprio e geometria dello spazio-tempo
x

y

A

B

∆x

∆y∆l

�g. 8{4
Esiste un'importante analogia tra la situazione attualee quella 
he si ha nella geometria analiti
a del piano eu
li-deo. Consideriamo due punti A e B, uniti da un segmentodi lunghezza �l (�g. 8{4). Disegnati due assi 
artesiani in-di
hiamo 
on �x, �y le proiezioni del segmento sugli assi.Per mettere in evidenza l'analogia, osserviamo 
he 
i so-no due modi per determinare la lunghezza di un segmento.Uno �e di prendere un metro e misurare la lunghezza diret-tamente (l'equivalente di andare a leggere quanto segna ilnostro orologio a lu
e). Da questo punto di vista, la lunghezza �e una propriet�a intrinse
adel segmento: indipendentemente dal sistema di 
oordinate, se si prende un metro e simisura un segmento si otterr�a sempre lo stesso risultato.(1) Abbiamo an
he supposto 
he la distanza h risulti la stessa nei due rif. Lo si pu�o dimostrare senzadiÆ
olt�a, ma in queste lezioni avevo preferito ignorare il problema. An
he questo �e un punto dovesono in
erto sulla s
elta pi�u opportuna: forse si potrebbe a

ennare 
he il problema esiste, senzainsistere.



104 Insegnare relativit�a nel XXI se
oloPer�o se ho s
elto un SC, e se 
onos
o �x e �y, allora posso fare a meno di misurareil segmento 
on il metro: posso 
al
olare la lunghezza �l a partire da �x e �y 
on laformula ben nota: �l =p�x2 +�y2: (8{4)La di�erenza �e 
he questa se
onda strada usa dei dati (�x e �y) 
he dipendono dalSC. Cambiando SC (�g. 8{5) trover�o un altro �x0 e un altro �y0, ma usando la stessaformula (8{4) dovr�o trovare lo stesso risultato di prima:�l =q�x02 +�y02: (8{5)
x’

y’

A

B

∆x’

∆y’
∆l

�g. 8{5
Il risultato 
he si ottiene 
on la (8{4) �e lo stesso pertutti i SC, an
he se i due termini �x e �y 
ambiano daun sistema all'altro: la formula esprime un invariante.Tornando al 
aso 
he 
'interessa, il tempo propriodell'orologio non dipende dal rif. in 
ui si fa la misura.L'orologio a lu
e segna il suo tempo, 
he �e una sua pro-priet�a intrinse
a; ma se si vuole 
ollegare questo tempoproprio alle misure fatte in un altro rif., si dovr�a usarela formula (8{2), in 
ui entra il tempo dell'orologio nellaboratorio nel quale si fa la misura, e lo spostamentodell'orologio a lu
e rispetto a quel rif. Queste sono gran-dezze 
he 
ambiano a se
onda del rif.; per�o il �� risultante, 
he d�a il tempo dell'orologioa lu
e, non 
ambia.Le due situazioni 
he abbiamo esaminato sono molto diverse: in un 
aso abbiamoa 
he fare 
on propriet�a geometri
he del piano eu
lideo, 
he si esprimono 
on le formuledella geometria analiti
a del piano; nell'altro entra in gio
o il PR e l'invarianza dellavelo
it�a della lu
e. Ma l'analogia �e 
os�� stretta 
he suggeris
e un'interpretazione geome-tri
a del tempo proprio. La grandezza �� della (8{2), 
he appare 
ome un invariantedella situazione �si
a, somiglia talmente al �l della formula geometri
a, 
he si �e portati ainterpretare �� 
ome una \lunghezza" nello spazio-tempo. Quest'idea, di dare un signi-�
ato geometri
o al tempo proprio, e quindi introdurre una metri
a nello spazio-tempo,�e stata il fondamentale 
ontributo di Minkowski alla relativit�a.Diagrammi spazio-temporaliA questo punto �e utile ragionare in un diagramma spazio-temporale, in 
ui di solitosi mette la 
oordinata x in as
issa e il tempo (del rif.) in ordinata. Ai punti di questodiagramma �e dunque asso
iata una posizione spaziale e un istante temporale: si trattadi punti nello spazio-tempo, generalmente 
hiamati eventi.

x

t

A

B

∆x

∆t∆τ

�g. 8{6
Notate 
he i punti hanno per�o un signi�
ato intrinse
o,indipendente dal modo 
ome li rappresentiamo in un dia-gramma spazio-tempo: �si
amente parlando, un evento non�e 
he un fenomeno ben lo
alizzato nello spazio e nel tempo.S'intende 
he \ben lo
alizzato" va inteso rispetto alla s
alaspaziale e temporale 
he 
'interessa, e 
he pu�o 
ambiare an-
he di molti ordini di grandezza a se
onda del 
ontesto difenomeni di 
ui 
i stiamo o

upando: per es. dal de
adimen-to di una parti
ella alla nas
ita di una persona, all'esplosionedi una supernova.Pensando all'orologio a lu
e, avremo un evento A(�g. 8{6), 
he �e la partenza della lu
e dalla sorgente, e unevento B, 
he �e il ritorno dell'impulso di lu
e al rivelatore.
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he in posti diversi: quindi le
oordinate spazio-temporali di questi eventi sono diverse, sia la x, sia la t. �E an
he
hiaro nella �gura il signi�
ato di �x e �t. Abbiamo poi una \distanza" �� , 
he �e datadalla (8{2) e 
he, 
ome nel 
aso della distanza geometri
a tra due punti, non dipende dalrif. E ora un punto 
he pu�o dare qual
he diÆ
olt�a. Vedendo una �gura 
ome quellaappena des
ritta, si �e portati naturalmente a pensare di dover
i appli
are la geometriaeu
lidea del piano. Inve
e questo �e sbagliato, per
h�e quando io di
o \distanza" nonintendo una distanza nel senso della geometria eu
lidea, ma quella data dalla (8{2): e

oil motivo delle virgolette. Lo spazio-tempo ha una geometria 
he somiglia alla geometriaeu
lidea, nel senso 
he, a partire dalle 
oordinate, si pu�o trovare una distanza; la formulaper�o �e un po' diversa da quella abituale. La di�erenza pi�u signi�
ativa �e 
he mentre nel
aso eu
lideo il quadrato della distanza �e la somma dei quadrati delle due grandezze �xe �y, nel 
aso dello spazio-tempo 
ompare una di�erenza. (Questa di�erenza ha una
onseguenza importantissima, 
he dis
uteremo pi�u avanti.) La pi�u rilevante propriet�a in
omune �e 
he entrambe le distanze sono invarianti.In realt�a tra le due formule 
'�e an
he un'altra di�erenza: nella (8{3) 
'�e un 
2a dividere, 
he non 
ompare nella (8{4). Per�o questa di�erenza non �e essenziale, e lasi potrebbe eliminare fa
ilmente: basterebbe ride�nire l'unit�a di lunghezza o quella ditempo in modo opportuno. Se ad es. 
onvenissimo di misurare tutte le lunghezze inse
ondi-lu
e anzi
h�e in metri, in queste unit�a avremmo 
 = 1. La presenza del divisore�e quindi un a

idente stori
o: nas
e dal fatto 
he le unit�a di misura sono state stabiliteprima 
he si 
apisse l'intima relazione fra spazio e tempo (lo spazio-tempo). Purtroppo aquel punto era troppo tardi per 
ambiare, a parte il fatto 
he il se
ondo-lu
e 
ome unit�adi lunghezza sarebbe po
o prati
o, visto 
he vale quasi la distanza Terra{Luna: : :Parentesi sulle trasformazioni di LorentzAvrete notato 
he la mia esposizione presenta un'inversione rispetto a una trattazio-ne di tipo tradizionale. Di solito la dis
ussione sulla di�erenza fra �t e �� , la de�nizionedi tempo proprio, il suo 
arattere d'invariante, vengono dopo aver introdotto le trasfor-mazioni di Lorentz.Ora a mio parere se le trasf. di Lorentz nella s
uola se
ondaria non si nominanoa�atto, �e meglio. Questo non vuol dire 
he un insegnante non le debba 
onos
ere; madal punto di vista didatti
o sono una strada 
he 
rea pi�u diÆ
olt�a di quante ne risolva.Arrivare all'invarianza del tempo proprio per via diretta �e molto pi�u si
uro, se
ondome, 
he non arrivar
i attraverso le trasformazioni di Lorentz. Io non mi preo

upo dispiegare 
ome sono 
ollegati tra loro i �t, �t0, �x, �x0 di due diversi rif., per
h�e perle appli
azioni 
he possiamo fare al livello 
he 
'interessa quelle relazioni non servono.Vedrete 
he non ne avremo mai bisogno.Analogamente, mentre non 
redo 
he nella �si
a della s.s. sia ne
essario trattareespli
itamente di trasf. di 
oordinate (traslazioni e rotazioni di assi) penso per�o 
he l'idea
he le equazioni della me

ani
a sono legate in qual
he modo ai sistemi di 
oordinate(attraverso il 
arattere vettoriale di forze, velo
it�a, e

.) non andrebbe tras
urata.L'analogia 
he abbiamo vista funziona an
he in questo senso: l'idea generale di unageometria dello spazio-tempo �e pi�u importante del dettaglio delle equazioni di trasfor-mazione, 
io�e delle trasf. di Lorentz.Tempo proprio in un moto qualunquePrima di vedere per
h�e quanto fatto �n qui spiega il risultato dell'esperimento H{K,o

orre an
ora un pi

olo sforzo di generalizzazione. Finora abbiamo sempre usatola (8{2); ora 
onviene modi�
arla. Se v �e la velo
it�a dell'orologio a lu
e, sar�a �x = v�t,
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oloper 
ui la (8{2) diventa �� = �tp1� v2=
2 (8{6)e in�ne �t = ��p1� v2=
2 :Questa non �e 
he la formula des
ritta in tutti i libri 
ome \dilatazione del tempo."Ma an
he di dilatazione del tempo e di 
ontrazione delle lunghezze sarebbe bene nonparlare. Vedremo infatti 
he si pu�o andare avanti senza nominarle mai: servono solo a
reare diÆ
olt�a non ne
essarie.Ho s
ritto la (8{2) nella forma (8{6) per
h�e ho bisogno di generalizzarla al 
aso dimoti non uniformi. Finora abbiamo supposto 
he il nostro orologio a lu
e si muovesse,rispetto a un RI, di moto rettilineo uniforme. E se si muove di moto non uniforme, 
he
osa o

orre 
ambiare?
x

t

A

B

∆xi

∆ti

∆τi

�g. 8{7

�E 
hiaro 
he per un breve intervallo di tempo (�g. 8{7)si potr�a an
ora appli
are la (8{6), usando naturalmente lavelo
it�a istantanea. Dopo di 
he, la sola 
osa da fare �esommare tratto per tratto, ottenendo al limite un integrale.Avremo quindi �� = tBZtA dtp1� v2(t)=
2: (8{7)Questo �e il tempo proprio segnato da un orologio 
he si muo-ve di moto qualsiasi.Non vi sar�a sfuggito 
he �nora ho usato solo la 
oordinata spaziale x, per
h�e 
onsi-deravo un moto rettilineo e non 
'era ne
essit�a d'introdurre altre 
oordinate. Se il motonon �e rettilineo, 
he 
osa 
ambia? Penso di poter arrivare subito al risultato: il 
am-biamento �e solo 
he nella (8{8) v2 va inteso 
ome il quadrato del modulo della velo
it�aistantanea, 
io�e la somma dei quadrati delle 
omponenti.A dire il vero, quando si passa dal moto uniforme al moto qualsiasi 
'�e una di�erenza
he non bisogna dimenti
are: il moto qualsiasi pu�o essere a

elerato (di regola lo sar�a)e per
i�o non possiamo essere si
uri 
he l'orologio si 
omporti 
ome se l'a

elerazione non
i fosse. Ma per fortuna la questione �e stata gi�a dis
ussa, in parte po
o sopra e in partenella se
onda lezione.Per un orologio atomi
o, sappiamo 
he un'a

elerazione avr�a e�etto tras
urabile ameno 
he non sia veramente grande; d'altra parte un orologio atomi
o �e solo una buonaapprossimazione di un orologio ideale, 
he 
aratterizzeremo in generale 
ome quello 
he �edel tutto indipendente dall'a

elerazione. In 
on
reto, se qual
he esperimento 
omportas-se un'a

elerazione 
os�� grande da disturbare in modo sensibile an
he gli orologi atomi
i,vuol dire 
he per quell'esperimento dovremmo usare qual
osa di meglio. Se un orologiomigliore non fosse disponibile, dovremmo solo aspettare 
he venga inventato: : :Ma l'importante �e la nostra ipotesi teori
a: in linea di prin
ipio non 
'�e un e�etto del-l'a

elerazione su un orologio, 
he non sia eliminabile 
on soli a

orgimenti sperimentali.E quindi senza in
uire sulla teoria.Possiamo enun
iare quest'idea in altro modo, introdu
endo il 
on
etto di \RI tan-gente." Abbiamo un 
orpo in moto qualsiasi. Considerato un parti
olare istante t0 delmoto, il 
orpo ha una 
erta velo
it�a istantanea ~v(t0). Chiamo RI tangente a quel motoall'istante t0 un RI 
he abbia la velo
it�a 
ostante ~v(t0). Per de�nizione, il RI tangente aun moto non uniforme 
ambia da istante a istante; ma �e ben de�nito a 
ias
un istante.
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omportamento degli orologi �e 
he l'orologio in moto qualsiasi halo stesso tempo proprio, intorno all'istante t0, di un orologio fermo nel RI tangente almoto in t0. Penso sia an
he ovvio 
he questa de�nizione �e solo per voi: non propongo
erto di portarla in 
lasse!Il tempo proprio 
ome \lunghezza" nello spazio-tempoRi
ordiamo ora 
he la lunghezza di una 
urva piana di equazione y = y(x) �e datadall'espressione �l = xBZxAdxp1 + y0(x)2: (8{8)Si pu�o arrivare a questo risultato pensando di suddividerela 
urva in tanti trattini 
he potremo approssimare 
on seg-menti. Per la lunghezza �li di uno di questi (�g. 8{8) vale�li =q�x2i +�y2i = �xiq1 + y0i2per 
ui la lunghezza totale della spezzata �e data da�l =X�xiq1 + y0i2e al limite si avr�a la (8{8). x

t

A

B

∆xi

∆yi

∆li

�g. 8{8Abbiamo a questo punto due espressioni 
he presentano, dal punto di vista formale,molte analogie: (8{7) e (8{8). La se
onda permette il 
al
olo di un'invariante, 
he �e lalunghezza di una 
urva, e 
he avr�a dunque lo stesso valore quale 
he sia il sistema di
oordinate. La prima permette il 
al
olo di un altro invariante: l'intervallo di tempoproprio, 
io�e l'intervallo di tempo segnato dall'orologio a lu
e. An
he �� deve risultaresempre lo stesso, qualunque sia il rif. in 
ui lo si 
al
ola.E ora un 
hiarimento importante. Noi abbiamo usato l'orologio a lu
e 
ome espe-rimento ideale per de�nire il tempo proprio e per farne vedere l'invarianza, seguendo inquesto una strada del tutto tradizionale. Il fatto 
he si sia usata la lu
e potrebbe indurrea 
redere 
he 
on 
i�o abbiamo dimostrato qual
he propriet�a dello spazio-tempo relativaper�o solo alla propagazione della lu
e: ma questo non �e a�atto vero, 
ome ora vedremomeglio.Riepiloghiamo sommariamente il ragionamento. Tenendo presente la solita �g. 8{2,e 
onsiderando la situazione nel riferimento in 
ui lo spe

hio 
ammina, abbiamo fattopartire la lu
e da L, ri
ettersi in S, arrivare in R; poi abbiamo ragionato sul �x (lo spo-stamento dello spe

hio nel tempo 
he impiega la lu
e ad andare e tornare) e sul �t(misurato 
on un orologio 
he �e fermo in questo riferimento). Cos�� siamo arrivati allaformula fondamentale (8{2).O

orre mettere bene in evidenza 
he la (8{2) non si riferis
e alla propagazione dellalu
e: �e la relazione 
he lega l'evento \emissione della lu
e in L" (
hiamiamolo \evento L"per brevit�a) 
on l'evento R, 
he �e il ritorno della lu
e. �E vero 
he in questo 
aso i dueeventi signi�
ano partenza e arrivo della lu
e, ma potrebbero riferirsi an
he ad altre 
ose.Niente impedis
e di 
on
epire un esperimento nel quale una parti
ella va da L a R in linearetta, nello stesso tempo 
he impiega la lu
e ri
ettendosi sullo spe

hio. In questo 
asogli eventi L e R sarebbero partenza e arrivo della parti
ella.Quindi sebbene si usi la lu
e per arrivare alla relazione 
he 
'interessa, 
i�o non signi-�
a 
he essa vale solo per la propagazione della lu
e. Quella 
he abbiamo trovato �e una
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olorelazione tra la separazione spaziale dei due eventi L e R, la loro separazione temporale,e la loro \distanza," nel senso in 
ui il tempo proprio �e una distanza nello spazio-tempo.Che poi quei due eventi siano l'emissione di un lampo di lu
e e la sua ri
ezione, oppureriguardino il moto di una parti
ella 
he va da un posto all'altro dello spazio, o 
he siriferis
ano ad altre 
ose an
ora, a questo punto non ha pi�u importanza. Siamo perfetta-mente autorizzati a usare la relazione dimenti
ando tutto il resto, 
an
ellando lo spe

hioe ragionando soltanto sull'evento iniziale e sull'evento �nale di un qual
he fenomeno, 
hepu�o essere | per esempio | il moto di una parti
ella da L a R.Del resto abbiamo gi�a fatto uso, in maniera automati
a, di questa universalit�a delnostro risultato, quando abbiamo generalizzato la (8{2) a un moto non uniforme, esten-dendo la de�nizione del tempo proprio al 
aso di un moto vario. Aggiungo 
he la validit�auniversale del risultato (8{2) si ri
ava an
he dal PR. Detto in modo un po' sbrigati-vo: se la relazione fra �t e �� vale per un 
erto esperimento, deve valere per tutti gliesperimenti 
he 
onnettono gli stessi eventi; altrimenti due fenomeni 
he hanno la stessadurata �t in un 
erto rif. avrebbero durate �� diverse in un altro riferimento, e questorenderebbe i rif. non equivalenti.�E an
he importante 
he alla (8{2) si arriva \gio
ando" solo 
on un raggio di lu
e euno spe

hio, per
h�e in tal modo 
i si serve solo del fatto 
he la velo
it�a della lu
e �e lastessa in tutti i rif.: �e l'uni
a informazione di 
ui disponiamo in partenza, e sfruttiamoquella; per�o una volta arrivati in fondo abbiamo un risultato la 
ui validit�a �e indipendentedal parti
olare espediente adoperato per arrivar
i.Il paradosso dei gemelli�E ben noto 
he nella geometria eu
lidea tra tutte le 
urve 
he unis
ono gli stessidue punti, il segmento di retta porta al minimo valore di �l, 
he misura la distanzatra i due punti. Quando abbiamo a 
he fare 
on un diagramma spazio-tempo, l'ar
odi 
urva 
he unis
e i due eventi A e B rappresenta la linea oraria di un moto per ilquale A �e l'evento partenza e B l'evento arrivo. Il segmento AB 
orrisponde a un motouniforme. Si pu�o dimostrare 
he (a 
ausa del segno meno sotto radi
e) �� 
al
olatolungo il moto uniforme non �e il minimo, bens�� il massimo rispetto a quelli 
al
ola-ti su tutte le altre 
urve (
io�e su tutti gli altri moti possibili) fra gli stessi eventi Ae B. Non dar�o la dimostrazione; 
ome avvio suggeris
o di veri�
are 
he fra tre puntila disuguaglianza triangolare vale al roves
io 
he nell'ordinaria geometria di uno spazioeu
lideo.
x

t

A

B

∆τ1 ∆τ2

�g. 8{9
Questo risultato 
'introdu
e al famoso paradosso dei ge-melli. La retta tra A e B (�g. 8{9) rappresenta la linea orariadel gemello fermo a terra, mentre la 
urva �e la linea orariadel se
ondo gemello. Per quanto detto sopra, ��1 ha il valo-re massimo; ��2, sempre minore di ��1, ha valori diversi ase
onda della legge di moto del se
ondo gemello. Ci�o risolveil paradosso, limitatamente al tempo segnato da un orologioa lu
e: e�ettivamente l'orologio in moto segner�a un tempopi�u breve. Tuttavia parlando d'inve

hiamento dei gemel-li noi pensiamo a qual
osa di diverso da un orologio; se sivuole, a un \orologio biologi
o." Sorge allora la domanda:possiamo essere 
erti 
he 
i�o 
he �e vero per un orologio a lu
esar�a vero per tutti gli orologi, sia me

ani
i, sia biologi
i?Se 
os�� non fosse, signi�
herebbe 
he un orologio a lu
e e uno di tipo diverso |ad esempio biologi
o | regolati per andare d'a

ordo in un 
erto rif., segnerebbero tempidiversi in un rif. 
he si muove rispetto al primo. Questo permetterebbe d'identi�
are unrif. privilegiato, 
ontro il PR. Supponiamo ad esempio 
he sulla Terra un orologio a lu
e,un orologio me

ani
o e uno biologi
o segnino lo stesso tempo; e 
he inve
e, posti su di
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he viaggia a una 
erta velo
it�a rispetto alla Terra, l'orologio me

ani
o oquello biologi
o non presentino, a di�erenza dell'orologio a lu
e, l'e�etto \gemelli". Alloral'orologio a lu
e sull'astronave non andrebbe d'a

ordo 
on gli altri, e il loro 
onfrontopermetterebbe il 
al
olo della velo
it�a dell'astronave rispetto al rif. terrestre.Da Newton ad Einstein: breve 
ommentoA questo punto 
omin
iamo ad avere un'idea di 
he 
osa si sia sostituito, nella
on
ezione di Einstein, allo spazio e al tempo assoluti di Newton; �e forse il momentod'introdurre qual
he 
ommento.In primo luogo 
redo si possa dire 
he mentre per il tempo la rivoluzione �e stataprodotta da Einstein, per quanto riguarda lo spazio �e avvenuta in modo pi�u graduale:man mano 
he si sviluppava la me

ani
a, si 
hiariva an
he il signi�
ato della relativit�agalileiana. Infatti an
he nella �si
a newtoniana il moto relativo �e il solo 
he 
onta; per
i�o,almeno nell'ambito della me

ani
a, lo spazio assoluto non signi�
a pi�u molto.Per�o il problema �e ritornato a
uto alla �ne del se
olo s
orso, 
on l'elettromagnetismo:lo spazio assoluto rinas
eva quando si parlava di propagazione delle onde e.m. Quando sidi
e 
he la velo
it�a delle onde e.m. �e 
, rispetto a 
he 
osa va misurata questa velo
it�a?Da qui nas
e l'idea dell'etere, 
ol 
he lo spazio assoluto viene 
on
retizzato in un mezzo�si
o: quel mezzo 
he vibra al passaggio delle onde e.m. In un tale ordine d'idee avevasenso dire 
he un oggetto �e fermo rispetto all'etere.A quel punto la situazione era un po' 
omplessa: �n
h�e si parlava di me

ani
a,dello spazio assoluto si poteva farne a meno; per�o per le equazioni di Maxwell dellospazio assoluto 
'era bisogno, per
h�e o

orreva pre
isare in quale sistema di riferimentoerano valide.An
he prima di Einstein 
omin
iarono a nas
ere tentativi di soluzione, ad es. daparte di Lorentz: non a 
aso le trasf. di Lorentz si 
hiamano 
os��. L'idea 
he almenoformalmente si potessero salvare le equazioni di Maxwell an
he in altri RI era gi�a nataprima di Einstein. Poin
ar�e fa vedere 
he le equazioni di Maxwell sono invarianti rispettoalle trasf. di Lorentz: in questo senso non �e pi�u tanto 
hiaro se l'etere 
'�e o no. Credo per�o
he a quel tempo si pensasse an
ora 
he quelle trasf. erano solo formali, una propriet�amatemati
a dello spazio assoluto e dell'etere, 
he restava il mezzo per la trasmissionedelle onde. Sono stati poi i diversi esperimenti volti a veri�
are il moto della Terrarispetto all'etere, 
he hanno dato il 
olpo di grazia a questa 
on
ezione.Per
i�o �e diÆ
ile 
er
are un momento pre
iso in 
ui lo spazio assoluto 
essa di esistere:
ertamente oggi la sola 
osa di 
ui possiamo parlare �e lo spazio-tempo. La questione haavuto per�o una ripresa re
ente, quando sono 
omin
iati gli esperimenti 
ir
a l'eventualeanisotropia della radiazione 
osmi
a di fondo, la 
ui esistenza sembra ripristinare unsistema di riferimento privilegiato. Riprenderemo l'argomento quando avremo i mezziper dis
uterlo adeguatamente.Abbiamo ora tutto quanto o

orre per spiegare quantitativamente l'esperimen-to H{K: 
e ne o

uperemo nella prossima lezione.Problemi1. Sono andato in autostrada da Pisa a Firenze, e ho fatto 50 sorpassi. Di quanto hoallungato il per
orso?2. Cal
olare la lunghezza di 1Æ di parallelo a Sira
usa e a Bolzano e valutarne la di�erenza.3. Quale sarebbe il risultato di un esperimento di redshift gravitazionale in un satellitein orbita?4. Stimare l'e�etto gemelli in un viaggio di andata e ritorno da Pisa a Firenze in auto-strada.
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olo5. Dimostrare 
he nello spazio-tempo la disuguaglianza triangolare vale in senso opposto
he nella geometria eu
lidea.Dis
ussione dei problemiProblema 1. (Sorpassi in autostrada):I: Il problema si pu�o s
hematizzare 
ome in �g. 8{10 (ovviamente il rientro in 
orsia dimar
ia �e simmetri
o). Indi
o 
on a la larghezza di una 
orsia, 
on l il tratto realmenteper
orso dall'automobile, 
on d il tratto di autostrada per
orso.Dal teorema di Pitagora:d =pl2 � a2 = lp1� a2=l2 = lq1� v2t =v2dove vt �e la velo
it�a trasversale e v la velo
it�a dell'automobile. Se v fosse la velo
it�a dellalu
e si avrebbe qual
osa di simile alla 
ontrazione di Lorentz.F: Per
h�e volere per forza far venire una formula analoga a quelledella relativit�a? Non era questo lo s
opo del problema: si 
hiede unrisultato numeri
o 
on
reto: : : Inoltre non torna bene, per
h�e questa�e geometria eu
lidea. Io avrei s
ritto l = dp1 + a2=d2.I: Venendo ai numeri, vediamo la stima di l. Si pu�o supporre 
hetutti i sorpassi vengano fatti 
on la stessa velo
it�a trasversale, an
hese la s
hematizzazione �e grossolana. Si pu�o pensare 
he sia 
ostante ilrapporto, 
io�e an
he variando la velo
it�a dell'auto io fa

io sempre lostesso angolo nell'iniziare il sorpasso (e nel rientro). Per la valutazionedi d, penso si debba tener 
onto della distanza di si
urezza fra i vei
oli,e quindi 
onta la velo
it�a relativa dei due mezzi (
hi sorpassa e 
hi �esorpassato) ed eventualmente an
he i tempi di reazione.F: Non sono molto 
onvinto di tutto questo. Ci�o 
he 
onta �e vte quindi lo stile di guida: se io es
o brus
amente dalla mia 
orsiaoppure lentamente. Se uno davanti a me va piano io us
ir�o prima,non pi�u rapidamente. Per
h�e devo 
ambiare il mio stile di guida?Per arrivare a un numero o

orre dare una stima delle grandezzein gio
o. �E vero 
he nessuno fa sorpassi tutti uguali, ma lo s
opo delproblema �e quello di 
al
olare di quanto in realt�a si allunga il tragitto:se sono metri, 
hilometri o altro.
dl

a

�g. 8{10I: Io avevo fatto i 
al
oli 
on la mia distanza di si
urezza ed avevo trovato 
he si ottenevaun allungamento di 10 metri in tutto, ammettendo di aver fatto 50 sorpassi.F: Sono 
ento triangoli fra us
ita ed entrata quindi ognuno 
ontribuis
e per 10 
entimetri.Altro intervento: Io avevo ottenuto 150 metri fa
endo ipotesi diverse: ipotizzando unangolo di us
ita di 30Æ.F (e altri): Ritengo po
o probabile un angolo di 30Æ: a 80 km=h signi�
a una velo
it�atrasversale di 40 km=h; se la larghezza della 
orsia �e 4 metri, il 
ambio di 
orsia vienefatto in meno di mezzo se
ondo: : : Comunque quanto veniva il rapporto vt=v?I: Non avevo proprio 
al
olato vt=v ma altre 
ose; ma all'in
ir
a veniva 1m=s rispettoa 33m=s quindi un rapporto 1/33. Inoltre avevo fatto 
al
oli per trovare formule per ladistanza di si
urezza : : : il rapporto dipende dalla distanza di si
urezza.F: Io avevo dato questo problema per far vedere 
he se in 100 km 
on i sorpassi allungodi 10 metri, il 
onta
hilometri non se ne a

orge. Analogamente nello spazio-tempo: se lavelo
it�a del 
orpo �e pi

ola rispetto a quella della lu
e, nella formula del tempo proprioil termine 
he darebbe la 
orrezione relativisti
a �e pi

olissimo. Questo spiega 
ome mainella �si
a �no a questi tempi non abbiamo avuto bisogno di preo

upar
i, 
on gli orologi
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he avevamo a disposizione, 
he la lunghezza della 
urva oraria e quindi la misura deltempo proprio dipende dal per
orso, e non solo dagli estremi. Nel 
aso Pisa-Firenze levariazioni di lunghezza sono tranquillamente tras
urabili.I: Io avevo fatto una 
osa molto pi�u brutale: avevo 
onsiderato la lunghezza minima(senza sorpassi) e quella massima 
onsiderando lo spostamento di 
orsia ad angolo retto.An
he in questo 
aso l'allungamento sarebbe valutabile in 500 metri. Con dati diversisulla 
orsia (2:5m) l'allungamento veniva 62:5 
m quindi molto po
o.F: Si pu�o osservare 
he il termine vt=v �e molto minore di 1, per 
ui si pu�o sviluppare inserie, ottenendo d ' l�1� a22l2� l � d = a22l :Problema 2. (Grado di parallelo):F: Supponiamo 
he all'ingrosso il raggio equatoriale della Terra sia 6400 km; 
o-me latitudine di Sira
usa prendiamo 36Æ, per Bolzano 46:5Æ. Allora 1Æ all'equatore�e 6400 � 2�=360 = 111:7 km.Inve
e 1Æ a Sira
usa �e lungo111:7� 
os 36Æ = 90:4 kme a Bolzano 111:7� 
os 46:5Æ = 76:9 km:La di�erenza �e di 13:5 km: 
ome vedete �e notevole. La prossima volta vedremo a 
he
osa serviva 
al
olarla.Problema 3. (Redshift gravitazionale in orbita):I: Partiamo dalla formuletta della volta s
orsa per il redshift: h �e l'altezza della 
abinadove devo fare l'esperimento. Questo �e un rif. lo
almente inerziale: se non vi fosse gravit�anon vi sarebbe redshift; ma tra pavimento e soÆtto vi �e un residuo di gravit�a 
he ottengodi�erenziando g: g = �GMR2 ) dg = 2GMR3 dR:Poi
h�e sono in un rif. in 
aduta libera, se g ad es. �e zero sul pavimento, sul soÆttoottengo 2GMh=R3.
A

B

C

�g. 8{11

F: Voglio sentire qual
he obiezione, in parti
olare sulla so-stituzione di dR 
on h. Io ho un satellite in 
aduta libera:il suo bari
entro (supponiamo il 
entro) ha gravit�a 0. Cosasu

ede se mi metto in A o in B (�g. 8{11) o in un puntointermedio?I: In A avr�o (0 + dg) = GMh=R3 e in B(0� dg) = �GMh=R3;in C, (0 + dg=2), e

.F: Quindi rispetto allo stesso esperimento sulla terra 
'�e unadi�erenza importante: il 
ampo gravitazionale non �e unifor-me, addirittura 
ambia verso passando per il 
entro.I: Ma se io 
onsidero 0 in basso e dg in alto : : :F: Per�o il 
ampo 
ambia lo stesso : : :I: Ma in prima approssimazione io prendo il valore medio : : :
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oloF: Lo zero del 
ampo gravitazionale non �e una 
onvenzione 
he si prende dove pare anoi, 
ome si fa per il potenziale: lo zero si trova nel 
entro del satellite. Abbiamo un
ampo gravitazionale 
he 
res
e man mano 
he mi allontano dal 
entro. Una pallina in Bsi sposter�a verso il basso; una in A si muover�a verso l'alto. Potrei prendere il valor medio,ma in questo 
aso �e zero; avr�o un e�etto di un segno mentre vado dalla base al 
entro eun e�etto 
ontrario dal 
entro al soÆtto.Anzi, l'osservazione del potenziale mi porta a dire un'altra 
osa 
he avevo tralas
iata:gh 
ome lo posso 
hiamare? �E la di�erenza di potenziale gravitazionale tra i due punti
he si vanno a 
onsiderare, fra trasmettitore e ri
evitore. E quindi si pu�o dimostrare
he l'e�etto di redshift dipende dalla di�erenza di potenziale gravitazionale tra i puntidi partenza e arrivo.Se noi poniamo un sistema di 
oordinate 
on 0 nel 
entro e z verso l'alto, sosti-tuendo dR 
on z posso ri
avarmi il potenziale, integrando. Cosa trover�o 
al
olando ilpotenziale in B e in A? Basta fare l'integrale e si ottiene GMz2=R3.Se 
al
olo la di�erenza fra il potenziale in A e in B ottengo 0, per
h�e 
'�e z2 (pari).Quindi se metto il trasmettitore sul pavimento e il ri
evitore sul soÆtto non vedo niente,per
h�e ho una variazione di frequenza di un segno nella prima parte del per
orso ed unadi segno 
ontrario nella se
onda parte. Se inve
e metto un trasmettitore nel 
entro e unri
evitore sul soÆtto, l'e�etto 
'�e.Cal
oliamo
i la di�erenza di potenziale: otteniamo GMh2=4R3 (la distanza �e h=2).Questo lo si sostituis
e al posto di gh nella formula del redshift e si trovaÆ�� = GM h24
2R3 = g h24
2R = gh
2 h4R:Il primo fattore �e 
ome quello sulla Terra, e il se
ondo �e dell'ordine di 10�6. Quindi inlinea di prin
ipio l'e�etto 
'�e an
he su un satellite, ma �e molto pi�u pi

olo.Con
lusione: l'esperimento si pu�o fare, ma inve
e 
he 10�16 per metro 
ome sullaTerra avremo un e�etto dell'ordine di 10�22 e questo non lo possiamo vedere, per
h�e nonabbiamo strumenti di sensibilit�a suÆ
iente. Si spiega quindi 
he l'esperimento non siaan
ora stato fatto, e forse neppure pensato.Comunque vedrete 
he 
i servir�a il risultato qualitativo: l'osservazione 
he un e�ettodi redshift, per quanto pi

olo, 
'�e sempre: la gravit�a non si pu�o eliminare 
ompletamente.Problema 4. (E�etto gemelli da Pisa a Firenze):F: Qual
uno ha provato a fare il 
onto?Vo
i: Supponendo v = 60 km=h viene �� = 10�12 s.F: Fatemi fare al
une osservazioni a 
arattere generale | o didatti
o, se preferite. La ri-soluzione di questo problema �e banale, per
h�e �e solo ne
essario appli
are delle formule esostituire i numeri; ma �e importante 
he si a
quisti familiarit�a 
on gli ordini di grandezza,per
h�e a volte un risultato �e pi

olo ma osservabile e misurabile, mentre a volte �e pi

oloe non misurabile, 
ome in questi ultimi due 
asi.Un se
ondo aspetto riguarda il prendere prati
a su 
ome fare questi 
onti. An
hese ri
hiedono solo di appli
are una formuletta, hanno un 
arattere un po' nuovo, 
hi nonli abbia mai visti deve imparare 
ome farli. Non si devono dare solo questi problemi,per
h�e sarebbe fare della �si
a stupida, ma si devono fare an
he questi, per
h�e solo se siha familiarit�a 
on 
onti del genere si possono fare ragionamenti pi�u so�sti
ati e a�rontareproblemi pi�u so�sti
ati.



Lezione 8 113Problema 5. (Disuguaglianza triangolare):Va detto anzitutto 
he l'enun
iato del problema non �e pre
iso. Bisognava dire:\Se A, B, C sono tre punti dello spazio-tempo, disposti in modo 
he i tre segmenti AB,BC, AC rappresentano moti uniformi 
on velo
it�a minore di 
 (quelli 
he brevemente si
hiamano `vettori di tipo tempo') allora��AB +��BC � ��AC (8{9)e il segno = vale se e solo se B appartiene ad AC."Dato 
he i due membri della (8{9) sono entrambi positivi, dimostrare la (8{9) equi-vale a dimostrare quella 
he ottiene innalzando a quadrato:��2AB +��2BC + 2��AB��BC � ��2ACossia, usando la de�nizione (8{2) del tempo proprio(tB � tA)2 � (xB � xA)2 + (tC � tB)2 � (xC � xB)2 + 2��AB��BC �(tC � tA)2 � (xC � xA)2:Questa si sempli�
a tenendo 
onto 
hetC � tA = (tC � tB) + (tB � tA)e analoga per le x. Si arriva a��AB��BC � (tB � tA)(tC � tB)� (xB � xA)(xC � xB):�E di nuovo le
ito innalzare a quadrato, poi
h�e entrambi i membri sono positivi, e sem-pli�
ando si trova(tC � tB)2 (xB � xA)2 + (tB � tA)2 (xC � xB)2 �2 (tB � tA)(tC � tB)(xB � xA)(xC � xB): (8{10)La (8{10) �e sempre soddisfatta, e il segno = si ha se e solo se(tB � tA)(xC � xB) = (tC � tB)(xB � xA)ossia se e solo se i tre punti A, B, C sono allineati, e disposti in quest'ordine.
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