
20. Seondo prinipio, equazioni di�erenziali

Questo apitolo �e dediato al seondo prinipio della dinamia: ne disutere-

mo il signi�ato matematio (equazioni di�erenziali), le onseguenze �sihe della

sua forma matematia (determinismo, ondizioni iniziali, ostanti del moto) e

aluni esempi tipii.

Il determinismo meanio

Il seondo prinipio della dinamia determina il moto di un punto mate-

riale: oorre hiarire bene he osa s'intende dire on i�o. Supponiamo nota

la legge della forza, ossia l'espressione di

~

F in funzione di ~r, ~v ed eventualmen-

te t. Ci proponiamo di trovare la urva oraria ~r(t), he �e quindi l'inognita del

nostro problema. Si noti he si tratta di una funzione inognita: noi vogliamo

sapere quale sar�a la posizione del nostro punto a ogni istante. Allora il seondo

prinipio, sritto

m

�

~r =

~

F (~r;

_

~r; t) (20{1)

�e un'equazione di�erenziale (del seondo ordine) nella funzione inognita ~r(t):

\di�erenziale" perh�e nell'equazione ompaiono tanto la funzione inognita

quanto le sue derivate (�no alla seonda).

Se si preferise, si pu�o leggere la (20{1) ome un sistema di tre equazioni

di�erenziali nelle tre funzioni x(t), y(t), z(t):

m�x = F

x

(x; y; z; _x; _y; _z; t)

m�y = F

y

(x; y; z; _x; _y; _z; t)

m�z = F

z

(x; y; z; _x; _y; _z; t)

ma la notazione (20{1) �e assai pi�u breve e sintetia. Si potrebbe anhe usare

qualunque altro SC, invee di quelle artesiane: si otterrebbero sempre tre equa-

zioni nella terna di funzioni del tempo he rappresentano le oordinate del punto

materiale nel SC selto.

Tutti i possibili moti saranno desritti da una ~r(t) he soddisfa la (20{1);

ma i�o non vuol dire he la (20{1) sia da sola suÆiente a determinare il moto.

A questo �ne, oorre anora spei�are le ondizioni iniziali, ossia posizione

e veloit�a del punto a un erto istante. Anzi, esiste una sola urva oraria he

soddisfa la (20{1) e erte date ondizioni iniziali. Questo �e il signi�ato del

determinismo della meania newtoniana:

il moto del orpo �e ompletamente determinato, a tutti i tempi, una volta he

sia nota la legge della forza e siano date le ondizioni iniziali.

�

E bene riordare qui il ontenuto �sio di quanto abbiamo appena detto. Da

un lato vi �e l'asserzione he gli agenti esterni (le forze) ausano l'aelerazione,

non gi�a la veloit�a del orpo. Questa �e la soperta della �sia galileiana: la

veloit�a non rihiede \ausa motrie," ome �e dimostrato
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a) dalla validit�a sperimentale del prinipio d'inerzia

b) dal prinipio di relativit�a, ossia dall'inesistenza di un riferimento privilegia-

to.

�

E poi impliito nel seondo prinipio, dal momento he la forza determina

l'aelerazione, he a sua volta la forza possa dipendere dalla posizione del orpo,

dalla sua veloit�a, dal tempo, ma non dalle derivate superiori : dunque la de-

terminazione (anhe sperimentale) di una legge di forza onsister�a nello soprire

ome la forza dipenda da ~r, da

_

~r e da t.

L'esperienza insegna, a parte ogni onsiderazione matematia, he la legge

di forza non basta a determinare il moto. Anhe a partire da una stessa posizione

iniziale, e pur essendo soggetto sempre alla stessa forza (la gravit�a), un proiettile

pu�o desrivere traiettorie assai diverse a seonda di ome viene laniato: ossia

a seonda della direzione e della grandezza della veloit�a iniziale. Dunque le

ondizioni iniziali onsistono nella ompleta spei�azione tanto della posizione

iniziale, quanto della veloit�a.

Vieversa, una volta he queste ondizioni siano soddisfatte, il moto �e om-

pletamente (verrebbe fatto di dire \inesorabilmente") determinato: non '�e spa-

zio per inertezze o arbitrariet�a di nessun genere.

S'intende he i�o �e vero solo in linea di prinipio, in quanto nella realt�a pra-

tia | anhe in quella del pi�u raÆnato laboratorio | le leggi di forza saranno

sempre note solo on qualhe approssimazione, e le ondizioni iniziali saranno

soggette a errori di misura: peri�o il moto sar�a pi�u o meno inerto in onse-

guenza. Un grande problema, del quale qui non possiamo oupari, �e quello

della \stabilit�a" del moto: pioli errori, ad es. nelle ondizioni iniziali, inuen-

zano il moto suessivo in una misura he rimane piola, oppure l'inertezza

iniziale pu�o resere | e ome | al passare del tempo?

�

E reente la soperta

(ma sarebbe meglio dire la \risoperta") di quanto siano omuni le situazioni

instabili, nelle quali di fatto il moto diventa imprevedibile dopo un tempo rela-

tivamente breve, anhe se gli errori nelle ondizioni iniziali sono molto pioli.

Stiamo alludendo al \aos deterministio," he �e oggi da un lato un attivissimo

ampo di riera, e dall'altro un purtroppo feondissimo ampo di speulazioni

pseudo�loso�he: : :

Solo per olloare il problema nella giusta prospettiva, riordiamo he le

equazioni della meania eleste permettono di alolare la posizione dei pia-

neti on qualosa ome 8 ifre signi�ative; he pohi anni fa �e stato possibile

riostruire, dai dati odierni, le posizioni dei pianeti ai tempi di Galileo, e dimo-

strare ad es. he egli aveva visto (e auratamente registrato) il pianeta Nettuno,

sfortunatamente senza rionosere he di un pianeta si trattava (sarebbe stato

soperto oltre due seoli dopo), e. Le rierhe sull'eventuale instabilit�a del

sistema solare non hanno anora dato una risposta erta, ma si suppone he

e�etti signi�ativi siano visibili solo su una sala di tempo dell'ordine dei 10

8

20{2



anni! Dunque parlare di determinismo non �e una pura astrazione, o peggio una

rozza falsi�azione della realt�a, ome qualuno mostra di redere.

Inidentalmente l'esempio he ora abbiamo portato mostra un'altra aratte-

ristia essenziale del determinismo meanio: esso non fa distinzione fra passato

e futuro. Date le ondizioni iniziali a t = t

0

, �e altrettanto bene determinato il

moto per t > t

0

quanto quello per t < t

0

. A sanso di equivoi, si noti he que-

st'osservazione non ha niente a he vedere ol problema della reversibilit�a (o della

\freia del tempo"), sul quale potremo tornare solo alla �ne di questo orso.

~

F = ma ome equazione di�erenziale

Nel seguito di questo apitolo erheremo di apire il signi�ato onreto

di una parte delle asserzioni fatte �n qui, studiando aluni asi semplii. In

primo luogo, i riduiamo a una sola dimensione: moto su traiettoria prestabilita

(a ausa di un vinolo) o, pi�u in partiolare, moto su traiettoria rettilinea. Se s �e

l'asissa urvilinea, e se f �e la omponente della forza lungo la traiettoria, divisa

per m, abbiamo

�s = f (20{2)

e la f pu�o dipendere solo dalla posizione del punto (io�e da s), dalla sua veloit�a

(he �e determinata da _s) e magari dal tempo.

Esempio: Per un pendolo semplie f dipende da s perh�e ambia on s l'angolo

tra la forza di gravit�a e la tangente alla traiettoria (�g. 20{1); se teniamo onto

della resistenza dell'aria avremo anhe una dipendenza da _s; se poi il pendolo

�e montato su di un treno, i sar�a anhe la dipendenza dal tempo a ausa della

forza apparente, he ambia da istante a istante mentre il treno aelera o frena.

Data la forma della (20{2), non perdiamo di generalit�a supponendo la tra-

iettoria rettilinea, e usando la oordinata x: avremo os�� l'equazione del moto

�x = f(x; _x; t):

Questa �e la forma pi�u generale di equazione del moto per un orpo on un solo

grado di libert�a; tuttavia i onverr�a, per ominiare, supporre he la forza non

dipenda dal tempo (sistema autonomo). I sistemi autonomi sono una lasse

molto importante di sistemi meanii, perh�e si presentano tutte le volte he la

situazione �sia esterna non ambia nel tempo.

La forza di gravit�a, la resistenza dell'aria (in assenza di vento), la forza

di rihiamo di una molla, saranno le stesse domani ome oggi. La forza he

agise sul orpo istante per istante potr�a anhe essere variabile, ma solo perh�e

il orpo ambia la sua posizione e la sua veloit�a. In termini matematii, la forza

dipender�a dal tempo impliitamente, attraverso x e _x, ma non espliitamente:

tutte le volte he x e _x riassumono gli stessi valori, la forza ritorna la stessa.

L'equazione del moto �e dunque

�x = f(x; _x); (20{3)
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questa �e un'equazione di�erenziale, perh�e l'inognita �e la funzione x(t), e perh�e

nell'equazione ompaiono anhe alune derivate della funzione inognita; �e di se-

ondo ordine, perh�e la derivata di ordine pi�u alto he �gura nell'equazione �e la �x.

Il onetto di equazione di�erenziale pone un problema ognitivo, he er-

tamente agli inizi �e stato perepito ome logio, o �loso�o: il signi�ato �sio

della (20{3) �e he la forza agente pu�o dipendere in generale dalla posizione del

orpo e dalla sua veloit�a; la forza ausa il moto, in quanto determina l'aele-

razione; la presenza di un'aelerazione ha per e�etto una variazione di veloit�a,

e in onseguenza anhe di posizione; queste variazioni ausano a loro volta un

ambiamento della forza agente : : : e sembra di essere �niti in un irolo vizio-

so. Rionosere la validit�a sienti�a di un tale shema di ragionamento non �e

stato faile agli inizi, e non sarebbe stato possibile senza un'adeguata traduzione

matematia (riordiamo Galileo: \: : : senza i quali mezi �e impossibile a inten-

derne umanamente parola : : :"). Questa �e stata opera di Newton, he non solo

ha ompreso a fondo e utilizzato l'idea, ma ha anhe inventato un proedimento

pratio per la risoluzione delle equazioni di�erenziali (la osiddetta \integrazione

per serie") he �e di grande importanza anor oggi, anhe se a noi non apiter�a

di farne uso.

Un'equazione di�erenziale di�erise dalle pi�u familiari equazioni algebrihe

per pi�u versi:

{ La prima e fondamentale di�erenza �e he mentre in un'equazione algebria

l'inognita �e un numero, qui l'inognita �e una funzione.

{ La seonda sta nel numero delle possibili soluzioni: per le equazioni alge-

brihe queste sono in numero �nito (al pi�u uguale al grado), mentre un'e-

quazione di�erenziale ha sempre in�nite soluzioni.

{ Di onseguenza, la veri�a he abbiamo trovato una soluzione �e diversa:

oorre dimostrare he sostituendo al posto della funzione inognita la so-

luzione, l'equazione si trasforma in un'identit�a, ossia he primo e seondo

membro diventano funzioni identihe di t, io�e assumono lo stesso valore

per qualsiasi valore di t.

{ Mentre per le equazioni algebrihe (�no al quarto grado) esiste una formula

risolutiva, e quindi un algoritmo di risoluzione, i�o non aade in generale

per le equazioni di�erenziali; a parte asi speiali, il pi�u importante dei quali

�e la lasse delle equazioni lineari a oeÆienti ostanti.

Integrale generale, ondizioni iniziali

Possiamo trasformare la (20{3) in un sistema di due equazioni di�erenziali

di primo ordine, introduendo ome inognita, aanto alla posizione x, anhe

la veloit�a v = _x:

_x = v

_v = f(x; v):

(20{4)
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Lo svantaggio di questo modo di srivere �e he si hanno due equazioni; il van-

taggio �e he un sistema di primo ordine, ome vedremo, si presta meglio alla

disussione.

�

E hiaro he ora abbiamo a he fare on due funzioni inognite (la x e

la v): peri�o trovare una soluzione signi�a determinare una oppia di funzioni

x(t), v(t) tali he entrambe le (20{4) siano soddisfatte identiamente. Tale op-

pia x(t), v(t) si hiama anhe un integrale partiolare del sistema; l'insieme di

tutti gli integrali partiolari (he sono in�niti) si hiama l'integrale generale. Per

hiarire bene la situazione, e soprattutto per preisare meglio il onetto d'inte-

grale generale, onviene esaminare qualhe esempio partiolarmente semplie.

Esempio 1: La partiella libera: in questo aso abbiamo f = 0, per ui il

sistema (20{4) si ridue a

_x = v

_v = 0:

(20{5)

Sappiamo he la soluzione �e un moto uniforme:

x = x

0

+ v

0

t

v = v

0

:

(20{6)

Per qualunque selta di x

0

, v

0

le (20{6) danno un'integrale partiolare del siste-

ma (20{5); poih�e non esistono altre soluzioni, questo �e anhe l'integrale generale,

se si sottintende he x

0

, v

0

siano ostanti arbitrarie. Inoltre x

0

, v

0

in questo aso

sono proprio le ondizioni iniziali al tempo t = 0:

x(0) = x

0

v(0) = v

0

:

Si vede he omunque si selgano le ondizioni iniziali, la soluzione esiste ed �e

unia.

Esempio 2: Caduta di un grave: il problema �e poo pi�u omplesso del preedente:

_x = v

_v = g:

La soluzione �e un moto uniformemente aelerato:

x = x

0

+ v

0

t+

1

2

gt

2

v = v

0

+ gt

(20{7)

e si pu�o ripetere tutto quanto detto nell'esempio 1 sull'integrale generale e sul

signi�ato di x

0

, v

0

, ome pure sull'esistenza e uniit�a della soluzione.
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Esempio 3: Riprendiamo il aso visto nel Cap. 11, io�e il moto in un mezzo

visoso. Le equazioni sono:

_x = v

_v = �kv

e abbiamo gi�a trovato l'integrale generale:

x = x

0

+

v

0

k

�

1� e

�kt

�

v = v

0

e

�kt

(rispetto alla (11{6) abbiamo aggiunto x

0

, per tener onto he anhe la posizione

iniziale pu�o essere arbitraria). Anhe in questo aso valgono le stesse propriet�a

degli esempi preedenti.

Esempio 4: L'osillatore armonio:

_x = v

_v = �!

2

x (!

2

= k=m):

Allo studio di questo esempio �e dediato il Cap. 21; qui antiipiamo he anhe

per esso troveremo un integrale generale dipendente da due ostanti arbitrarie,

e he vale l'esistenza e l'uniit�a della soluzione date le ondizioni iniziali.

Esempio 5: Supponiamo di nuovo he la sola forza agente sia la resistenza del

mezzo, ma he questa sia proporzionale al quadrato della veloit�a, e non sem-

pliemente alla veloit�a ome nell'esempio 3. Abbiamo allora

_x = v

_v = �v

2

:

(20{8)

A rigore questa va bene solo se v > 0, perh�e l'aelerazione �e sempre negativa;

per v < 0 dovremmo srivere _v = v

2

, e per riassumere entrambi i asi in una

sola formula: _v = �vjvj. Eviteremo questa ompliazione, e ne terremo onto

alla �ne dei aloli.

Lasiamo al lettore di veri�are he l'integrale generale delle (20{8) �e

x = x

0

�

1



ln(1�  v

0

t)

v =

v

0

1�  v

0

t

;

(20{9)

dove il segno superiore vale per v

0

� 0, quello inferiore per v

0

� 0 (per v

0

= 0

�e indi�erente quale si usa!) Si vede he l'espressione sritta per x ha senso solo

se t > �1= jv

0

j, il he �e giusto, perh�e per quel valore di t la veloit�a diventa

in�nita (in pratia non sar�a mai possibile realizzare una ondizione prossima a

questo aso limite).
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Si noti he nell'ultimo esempio, a di�erenza dei preedenti, abbiamo a he

fare on un'equazione non lineare. Per�o abbiamo anora l'integrale generale, e

troviamo una e una sola soluzione per qualunque selta delle ondizioni iniziali.

Possiamo dunque ongetturare il seguente

Teorema (di esistenza e uniit�a): Un sistema di due equazioni di�erenziali del

primo ordine, della forma

_x = g(x; v)

_v = f(x; v)

(20{10)

ammette un integrale generale dipendente da due ostanti arbitrarie; inoltre,

omunque selte x

0

e v

0

, esiste uno e un solo integrale partiolare he soddis� le

ondizioni iniziali

x(t

0

) = x

0

v(t

0

) = v

0

:

In realt�a il teorema os�� enuniato �e troppo \ottimistio": per la sua validit�a

oorre fare ipotesi sulle due funzioni f e g he appaiono a seondo membro

nelle (20{10). L'esatto enuniato del teorema (in una forma anhe pi�u generale)

e la sua dimostrazione sono materia del orso di Analisi; noi qui lo daremo per

valido nei asi d'interesse �sio, a meno di eezioni he verranno disusse al

momento opportuno.

Il piano delle fasi

Vogliamo ora disutere il problema da un punto di vista geometrio, il he

| oltre a riusire utile in molti asi | rende pi�u intuitivo il signi�ato del

teorema di esistenza e uniit�a. Pensiamo al piano artesiano (x; v) (piano delle

fasi). Dato un punto del piano, ossia una oppia (x; v), il sistema (20{10)

permette di alolare _x e _v, he possiamo rappresentare nel piano delle fasi ome

un vettore w. Anzi, essendo dato un vettore per ogni punto, w �e un ampo

vettoriale, di omponenti ( _x; _v).

Nota: Per mettere in evidenza he il piano delle fasi non �e lo spazio �sio,

useremo per i vettori una notazione diversa: w anzih�e ~w.

Una soluzione del sistema (20{10) �e una urva  nel piano, parametrizzata

da t (a ogni t orrisponde un punto) (�g. 20{2). Presi due punti a istanti t

e t + dt, le loro oordinate saranno (x; v) e (x + _x dt; v + _v dt) e il vettore he

li ongiunge sar�a w dt (�g. 20{3). In partiolare, la urva  �e tangente a w in

ogni suo punto, e si hiama urva integrale del ampo.

Dunque: risolvere il sistema (20{10) (nel senso di determinare il suo inte-

grale generale) equivale a trovare tutte le urve integrali del ampo w.

Riordiamo he una urva non �e sempliemente l'insieme immagine, ma

inlude anhe la parametrizzazione: quando interessa riferirsi soltanto all'insieme

(il sostegno della urva) si usa, ome gi�a sappiamo, il termine \traiettoria."

Peri�o a ogni urva integrale orrisponde una traiettoria; ma il fatto he il sistema
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sia autonomo ha una onseguenza: una stessa traiettoria �e omune a in�nite

urve integrali, he di�erisono tra loro per una traslazione temporale. Con i�o

intendiamo he si prende lo stesso punto iniziale (x

0

; v

0

), ma si ambia l'istante

iniziale t

0

.

�

E hiaro he os�� faendo si otterr�a la stessa traiettoria, ma perorsa

a tempi sfasati di una quantit�a ostante.

Esempio: Se mettiamo in orbita un satellite arti�iale in modo he all'istante t

0

abbia una data posizione e veloit�a, e a t

0

+ �t

0

ne mettiamo in orbita un

altro, on la stessa posizione e veloit�a, il seondo rinorrer�a il primo ol ritardo

�sso �t

0

: ossia passer�a per lo stesso punto P e on la stessa veloit�a ~v un

intervallo di tempo �t

0

dopo il primo. Come si vede, la propriet�a di ui stiamo

parlando vale anhe per sistemi a pi�u di un grado di libert�a, purh�e autonomi.

In queste ondizioni si die he il sistema possiede \invarianza per traslazioni

temporali," he si esprime in modo semplie ol \prinipio del tauino": dalle

registrazioni di due esperimenti fatti a tempi diversi non �e possibile aorgersi

della di�erenza dei tempi, in quanto tutti i dettagli riesono identii (tutte le

misure danno gli stessi risultati, e.) a parte uno sfasamento temporale ostante.

Osservazione: Il onetto di traiettoria di un ampo vettoriale oinide on quello

di linea di forza, familiare per il ampo elettrio o magnetio.

�

E intuitivo he per ogni punto del piano delle fasi passa una e una sola

traiettoria: questo �e il ontenuto del teorema di esistenza e uniit�a per i sistemi

autonomi. Vediamo os�� he

{ le traiettorie sono in�nite

{ non hanno punti in omune

{ riempiono il piano

{ per individuarne una, oorre e basta assegnarne un punto.

Nota: Quando sia neessario, per distinguere fra traiettoria nello spazio �sio e

traiettoria nel piano delle fasi, useremo per quest'ultima il termine traiettoria di

fase.

Esempi

Illustriamo i onetti di piano delle fasi, di urve integrali e di traiettorie

sugli esempi visti in preedenza.

Esempio 1: Il ampo w si riava dalle (20{5), ed �e indiato in �g. 20{4. Da

questa �gura, o anhe dalle (20{6), si vede subito he le traiettorie sono rette

parallele all'asse x (�g. 20{5). Oorre per�o osservare due ose:

{ Da una retta all'altra ambia la parametrizzazione, om'�e indiato dai trat-

tini; in partiolare per v > 0 le rette sono perorse da sinistra a destra,

per v < 0 da destra a sinistra.

{ Per v = 0 le traiettorie non sono rette, ma i singoli punti dell'asse x: infatti x

resta ostante durante il moto.
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Esempio 2: Il ampo w �e aennato in �g. 20{6, dalla quale non �e faile vedere

la forma delle traiettorie. Per�o l'equazione della generia traiettoria si ottiene

failmente dalle (20{7) eliminando t, e risulta

x = x

0

�

v

2

0

2g

+

v

2

2g

:

Queste sono parabole aventi tutte per asse l'asse x, e he di�erisono una dal-

l'altra per una traslazione (�g. 20{7); al resere di t vengono perorse dal basso

verso l'alto se g > 0 (v rese on t).

Esempio 3: In questo aso _x= _v �e lo stesso in tutti i punti del ampo, e peri�o w

ha sempre la stessa direzione (ma non lo stesso verso: questo ambia a seonda

del segno di v). Il modulo di w �e ovviamente proporzionale a jvj, e ne segue

la �g. 20{8. Si vede hiaramente he le traiettorie sono rette, tutte tra loro

parallele: : :

I puntini stanno a segnalare un dubbio : : : infatti la onlusione �e sbagliata:

se si guarda al verso di w, si vede he un moto he inizia nel semipiano v > 0

si avviina all'asse x, ma lo stesso aade se il punto di partenza �e nell'altro

semipiano. Se poi si parte on v = 0, il punto resta fermo. Dunque la soluzione

orretta �e he le traiettorie sono:

{ semirette aperte, on origine sull'asse x, orientate verso tale asse

{ oppure i singoli punti dell'asse x.

Dato he tutte le traiettorie terminano sull'asse x, questo si die un attrattore

per il sistema in esame (�g. 20{9). In altri asi un attrattore, se esiste, pu�o

essere un punto o una urva.

Esempio 4: Di questo i ouperemo nel prossimo apitolo.

Esempio 5: Il ampow si vede in �g. 20{10. Eliminando t dalle (20{9) otteniamo

l'equazione delle traiettorie:

v = v

0

e

�(x�x

0

)

(valida per v

0

6= 0: se v = 0 tutti i punti dell'asse x sono traiettorie, ome

nell'esempio 3). Si tratta di urve esponenziali, ome in �g. 20{11.

Costanti del moto

Possiamo ora osservare una aratteristia omune a tutti gli esempi: elimi-

nando t dalle espressioni di x e di v nell'integrale generale, si ottiene l'equazione

della generia traiettoria, he ha neessariamente la forma

F (x; v) = ost: (20{11)

In altre parole, esiste una funzione di x e v he rimane ostante durante il moto.

A tale funzione si d�a il nome (ovvio!) di ostante del moto, oppure quello pi�u
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matematio di integrale primo del sistema di equazioni di�erenziali. Il seondo

nome sta a riordare he si �e e�ettuata una \prima integrazione" del sistema:

infatti nella (20{11) sono somparse le derivate, ma se si riorda he v = _x si

vede he da una relazione ontenente le derivate seonde siamo passati a una on

le sole derivate prime. Abbiamo dunque \guadagnato" un ordine. Per questo

motivo �e sempre utile soprire un integrale primo.

In termini matematii pi�u aurati, la de�nizione d'integrale primo �e la

seguente. Sia � l'insieme delle urve integrali del sistema (20{10): diremo he

una funzione F : R

2

! R �e un integrale primo se 8 2 � la funzione omposta

F Æ �e ostante. Ci�o vuol dire he F (x; v) si ridue identiamente a una ostante

ogni volta he in essa si sostituisano a x e v le espressioni x(t), v(t) he danno

una soluzione del sistema.

In termini �sii, la riera delle ostanti del moto �e uno dei primi obbiettivi

da porsi di fronte a un problema di meania. Nei nostri esempi la ostante del

moto �e

� sempliemente v nell'esempio 1

� x� v

2

=2g nell'esempio 2

� x+ v=k nell'esempio 3.

� v exp(�x) nell'esempio 5.

Vedremo in seguito he la prima ha a he fare on la onservazione della quantit�a

di moto, la seonda on la onservazione dell'energia; la terza �e la posizione �nale

raggiunta dal orpo (dopo un tempo in�nito) quando la veloit�a si annulla.

L'ultima non ha un signi�ato �sio semplie.

Dato he le traiettorie riempiono il piano, e non hanno punti in omune,

�e hiaro he possiamo sempre vederle ome urve di livello di qualhe funzio-

ne F (x; v). Poih�e il moto si svolge sempre su di una stessa traiettoria, ne segue

he questa F �e una ostante del moto: dunque un sistema autonomo on un solo

grado di libert�a ammette sempre un integrale primo. Purtroppo questo omo-

do risultato non si estende a sistemi pi�u generali: l'esistenza d'integrali primi �e

assiurata solo in irostanze partiolari, delle quali tratteremo pi�u avanti.

Estensioni

Le onsiderazioni fatte per il aso semplie di sistemi autonomi on un solo

grado di libert�a si possono generalizzare, sia nel senso di pi�u gradi di libert�a, sia

di sistemi non autonomi. Faremo ora un enno a ome proedano tali estensioni.

Moti in pi�u dimensioni: Se abbiamo n dimensioni (> 1) avremo n oordinate

x

1

: : : x

n

e n veloit�a v

1

: : : v

n

; al posto del piano delle fasi avremo uno spazio delle

fasi a 2n dimensioni; le ondizioni iniziali rihiederanno di assegnare per t = t

0

tutte le x e tutte le v. Vale anora un teorema di esistenza e uniit�a, potremo

parlare di integrali partiolari e d'integrale generale, potremo erare le ostanti

del moto (he saranno in generale funzioni di tutte le x e di tutte le v), e.
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Sistemi non autonomi: Anhe questa estensione �e immediata, on un arti�io:

introduiamo una variabile ausiliaria u, on l'equazione _u = 1, he ha la soluzione

ovvia u = t + ost:; aggiungiamo la ondizione iniziale u(t

0

) = t

0

e sar�a u = t.

Dopo di i�o, se a seondo membro nelle altre equazioni sriviamo u in luogo di t,

dal punto di vista matematio abbiamo di nuovo un sistema autonomo (ma lo

spazio delle fasi ha 2n+1 dimensioni). Per�o non �e pi�u vero, nello spazio delle fasi

originario, he un punto determini da solo una traiettoria: questa potr�a riusire

diversa a seonda dell'istante iniziale.
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20a. Numeri omplessi, e.

I numeri omplessi sono un esempio di struttura matematia nata da un

problema autonomo della matematia, e la ui grande utilit�a nella �sia �e apparsa

assai pi�u tardi.

Cenno storio

�

E noto he le equazioni algebrihe di 2

Æ

grado possono avere 2, 1 o nessuna

radie (reale); la formula risolutiva era gi�a nota ai matematii indiani del 6

Æ

seolo d.C. Il problema analogo per le equazioni di 3

Æ

e 4

Æ

grado fu risolto

nel '500: per il 3

Æ

grado da Dal Ferro intorno al 1515, per il quarto da Ferrari

verso il 1540. Essi ottennero formule risolutive pi�u ompliate di quella per

l'equazione di seondo grado, ma sempre algebrihe. Solo alla �ne del '700

RuÆni dimostrava he invee non esiste un'espressione algebria per le radii

delle equazioni di grado superiore al quarto (a parte asi partiolari).

Si pu�o sempre ridurre la pi�u generale equazione di 3

Æ

grado alla forma:

x

3

+ ax+ b = 0; (20a{1)

e per essa la formula di Dal Ferro �e:

x =

3

s

�

b

2

+

r

b

2

4

+

a

3

27

+

3

s

�

b

2

�

r

b

2

4

+

a

3

27

: (20a{2)

Il lavoro di Dal Ferro portava per�o a una situazione paradossale: un'equazione

di 3

Æ

grado pu�o avere 1, 2 oppure 3 radii (reali); nell'ultimo aso, sebbene tutte

le radii siano reali, nella formula risolutiva ompare la radie quadrata di un

numero negativo. Infatti la (20a{1) ha 3 radii reali se 4a

3

+ 27b

2

< 0.

Esempio: L'equazione

x

3

� 7x� 6 = 0

ha le radii �1, �2 e 3 mentre la (20a{2) d�a

x =

3

s

3 +

r

�

100

27

+

3

s

3�

r

�

100

27

:

Poo dopo Bombelli ompie il grande passo di aettare la situazione, rio-

nosendo il arattere di numeri a questi nuovi enti (le radii quadrate di numeri

negativi) e onia il nome di numeri \immaginari," ui venne poi, in modo natura-

le, ontrapposto quello di \reali" per l'insieme pi�u familiare dei numeri razionali

e irrazionali. Bombelli sopre anhe he si possono usare i numeri immaginari

ome i reali, e tratta la somma di un reale e di un immaginario ome un nuovo
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ente on aratteristihe sue proprie, he hiama un \omplesso numerio." Da

qui il termine, poi entrato nell'uso orrente, di \numeri omplessi."

De�nizioni

Si possono introdurre i numeri omplessi in vari modi: dopo quanto abbiamo

detto forse il modo pi�u spontaneo �e il seguente (non i preouperemo troppo

del rigore assiomatio).

Il orpo omplesso C �e l'insieme R

2

dotato di una legge di addizione nel

modo naturale, e inoltre di una legge di moltipliazione, della quale elenhere-

mo fra poo le propriet�a. I numeri della forma (a; 0) si hiamano reali (non �e

diÆile vedere he ostituisono un orpo, isomorfo a R), mentre quelli della

forma (0; b) si hiamano immaginari (puri). In partiolare, s'india on i l'unit�a

immaginaria, ossia l'elemento (0; 1). Ogni numero omplesso �e la somma (in

modo unio) di un reale e di un immaginario, e questo si esprime on la no-

tazione di Gauss  = a + ib, dove a si hiama la parte reale di , e b la parte

immaginaria.

Ci�o posto, la moltipliazione si de�nise in base alle propriet�a seguenti:

1. i� i = �1

2. � (

0

+ 

00

) = � 

0

+ � 

00

(propriet�a distributiva rispetto alla somma)

3. � 

0

= 

0

�  (propriet�a ommutativa)

4. � (

0

� 

00

) = (� 

0

)� 

00

(propriet�a assoiativa).

Si usa sottintendere il segno � quando il signi�ato sia hiaro. Se si pone

 = a+ ib, 

0

= a

0

+ ib

0

si ha subito

 

0

= (aa

0

� bb

0

) + i (ab

0

+ ba

0

):

Il termine \orpo" sta a riordare una propriet�a he non dimostriamo: l'in-

sieme C� f0g �e un gruppo rispetto alla moltipliazione. Ci�o vuol dire he ogni

numero omplesso non nullo possiede un inverso unio:

 

�1

= 

�1

 = 1

e peri�o �e possibile la divisione.

�

E importante osservare he l'appliazione he manda i in �i, lasiando

inalterati i reali:

 : C! C; a+ i b 7! a� i b

�e un automor�smo di C. Con i�o s'intende he valgono le seguenti propriet�a:

{  �e bigettiva su C

{ (+ 

0

) = () + (

0

)

{ (� 

0

) = ()� (

0

).
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Questo automor�smo prende il nome di oniugazione, e l'immagine di  si hiama

il omplesso oniugato e si denota on 

�

(almeno questa �e la notazione prevalente

tra i �sii: i matematii preferisono �). Si vede subito he (

�

)

�

= .

Il fatto he la oniugazione omplessa sia un automor�smo ha una on-

seguenza pratia he �e bene riordare: tutte le relazioni tra numeri omplessi

restano inalterate se si trasforma ogni numero nel suo oniugato, ossia se si

sostituise dovunque i on �i. Allora sar�a sempre possibile avere due diverse

onvenzioni per l'uso dei numeri omplessi, he di�erisono per il segno di i.

Cos�� ad es. nella teoria dei iruiti lineari in orrente alternata si de�nisono

le impedenze, e si d�a per un'induttanza la formula Z = i !L: sarebbe ugual-

mente leito srivere Z = �i !L, a patto di essere oerenti in tutto il resto della

teoria. Lo stesso aade in meania quantistia: �e possibile srivere in due

modi l'equazione di Shr�odinger, e. Per fortuna queste onvenzioni sono ben

onsolidate, e tutti usano la stessa; ma i sono dei punti ui fare attenzione: ne

riparleremo in un prossimo apitolo.

Piano omplesso, rappresentazione polare

�

E naturale la rappresentazione geometria di C in un piano artesiano: al

numero omplesso z = x+ i y si assoia il punto P di oordinate artesiane (x; y)

(�g. 20a{1). Allo stesso punto P possiamo anhe assoiare oordinate polari %

e #, he si hiamano rispettivamente modulo e argomento di z:

jzj = %; arg(z) = #:

Ne segue

x = % os#; y = % sin#

z = % (os#+ i sin#): (20a{3)

Dalla (20a{3) si vede failmente he

jz

1

z

2

j = jz

1

j jz

2

j; arg(z

1

z

2

) = arg(z

1

) + arg(z

2

) (20a{4)

(a rigore la somma nella seonda va intesa (mod 2�)). Anora:

jz

�1

j =

1

jzj

; arg(z

�1

) = � arg(z)

jz

�

j = jzj; arg(z

�

) = � arg(z)

z z

�

= jzj

2

; z

�

= jzj

2

z

�1

jz

1

+ z

2

j � jz

1

j+ jz

2

j:

Si hiama erhio unitario l'insieme

U =

�

z

�

�

jzj = 1

	

= f z j z = os#+ i sin#; # 2 [0; 2�) g :
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Radii n-me di un numero omplesso

Dato il numero omplesso z, e l'intero positivo n, vogliamo trovare w tale

he w

n

= z. Dalle (20a{4) si vede he dovr�a essere

jwj

n

= jzj; n arg(w) = arg(z) (mod 2�):

Mentre la prima determina univoamente jwj, la seonda onsente per arg(w) la

selta di n valori diversi:

arg(w) =

1

n

�

arg(z) + 2k�

�

; k = 0 : : : n� 1:

Esistono dunque n radii n{me di un numero omplesso. La rappresentazione

polare fa vedere la osa in modo espressivo: se z = % e

i #

si ha

w = %

1=n

e

i'

k

; dove '

k

=

1

n

(#+ 2k�); k = 0 : : : n� 1:

Abbiamo dimostrato he nel orpo omplesso l'equazione w

n

= z (nell'in-

ognita w) ha sempre esattamente n radii distinte. Questo 'introdue alla pi�u

importante propriet�a di C.

Il teorema fondamentale dell'algebra

Sappiamo he in R un'equazione algebria di grado n > 1 pu�o avere un

numero variabile di radii (da nessuna a n); questo rimane vero anhe se si

ontano ome multiple le eventuali radii oinidenti. Le ose vanno in modo

del tutto diverso in C: sussiste infatti il

Teorema: Un'equazione algebria in C ha sempre almeno una radie.

Ne segue failmente il

Corollario: Le radii sono sempre esattamente in numero di n, se si ontano

ome multiple le radii eventualmente oinidenti.

Purtroppo la dimostrazione del teorema fondamentale dell'algebra non �e

possibile on mezzi elementari; in Arnol'd, Teoria delle atastro�, Cap. 15 si

trova aennata nelle idee fondamentali una dimostrazione assai elegante.

Funzioni a valori omplessi

Le funzioni R! C hanno molte propriet�a di quelle R! R, ome abbiamo

gi�a osservato nel Cap. 10: usando jzj ome norma, si pu�o de�nire allo stesso

modo la ontinuit�a, la derivabilit�a, e.
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Ci serviremo di questo fatto per estendere al orpo omplesso la de�nizione

delle funzioni trasendenti elementari: ominiamo on l'esponenziale. Rihie-

diamo alla funzione esponenziale, ome funzione C! C, le propriet�a seguenti:

1) e

z

1

+z

2

= e

z

1

e

z

2

2) e

0

= 1

3)

d

dt

e

zt

= z e

zt

(t 2 R).

La 2) e la 3) impliano he per z reale la nuova de�nizione oinide on la vehia:

stiamo dunque veramente estendendo la gi�a nota funzione esponenziale. Inoltre

la 1) implia

e

x+i y

= e

x

e

i y

;

e peri�o basta studiare e

i y

.

Poniamo e

i y

= u(y)+i v(y), on u, v funzioni reali per ora inognite; usando

la 3):

u

0

(yt) + i v

0

(yt) = i (u+ i v) = i u� v

da ui

u

0

= �v; v

0

= u;

mentre dalla 2) si vede he u(0) = 1, v(0) = 0. Riordando quanto visto al

Cap. 11, ne segue subito

u(y) = os y; v(y) = sin y

e

i y

= os y + i sin y:

Dunque:

je

z

j = e

x

; arg(e

z

) = y (20a{4)

e per il erhio unitario U

U =

�

e

iy

j y 2 [0; 2�)

	

:

Dalla (20a{4) segue subito

os y =

1

2

�

e

iy

+ e

�iy

�

sin y =

1

2i

�

e

iy

� e

�iy

�

e possiamo sfruttare queste per estendere anhe le funzioni irolari al orpo

omplesso:

os z

def

=

1

2

�

e

iz

+ e

�iz

�

sin z

def

=

1

2i

�

e

iz

� e

�iz

�

:

Si veri�a senza diÆolt�a he le estensioni os�� de�nite onservano tutte le pro-

priet�a note delle funzioni irolari: periodiit�a, formule di addizione, e.
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