
23a. Il pendolo

Molte delle idee he abbiamo introdotte nei apitoli dal 20 al 22 trovano

appliazione nello studio del pendolo, he �e un sistema meanio di grande in-

teresse sia teorio, sia sperimentale. La sua prima shematizzazione �e il \pendolo

semplie."

Il pendolo semplie

Si tratta di un punto materiale vinolato a muoversi (senza attrito) lun-

go una ironferenza vertiale (�g. 23a{1). Le forze agenti su m sono: il peso

~

P = m~g e la reazione

~

T del vinolo, di grandezza inognita, ma direzione er-

tamente radiale. Si noti he il vinolo �e supposto bilatero, per ui il verso di

~

T

pu�o essere qualsiasi.

Abbiamo dunque

m

�

~r = m~g +

~

T ;

le ui omponenti tangenziale e normale sono:

ml

�

# = �mg sin#

�ml

_

#

2

= mg os#+ T

r

(23a{1)

avendo indiato on T

r

la omponente radiale di

~

T (he in �gura �e < 0).

La prima delle (23a{1) si srive

�

# = �!

2

0

sin#

�

!

0

=

p

g=l

�

(23a{2)

he si hiama \equazione del pendolo semplie"; la seonda serve solo a deter-

minare T

r

, se interessa. Si noti he dalla (23a{2) �e somparsa la massa: questa,

ome sappiamo, �e una aratteristia di tutti i moti in ui la sola forza attiva

(ossia non vinolare) �e la gravit�a.

Poih�e il sistema �e onservativo, la (23a{2) ammette l'integrale primo del-

l'energia, he possiamo srivere direttamente:

E = T + V =

1

2

ml

2

_

#

2

+mgl (1� os#) (23a{3)

(attenzione alla selta dello zero per V !). Alla (23a{3) si arriva anhe moltipli-

ando la (23a{2) per

_

# e integrando:

1

2

_

#

2

� !

2

0

os# = ost: =

E

ml

2

� !

2

0

:

Se poi sostituiamo dalla (23a{3) nella seonda delle (23a{1) troviamo

T

r

= �

2E

l

� 3mg os#+ 2mg:
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Dalla (23a{3) si vede he avremo diversi moti, a seonda del valore di E:

a) Se E < 2mgl, esiste un # = #

max

, nel quale

_

# = 0: il moto �e un'osilla-

zione fra +#

max

e �#

max

, e si ha E = mgl (1 � os#

max

); per # = #

max

,

T

r

= �mg os#

max

. Si vede he se #

max

> �=2, T

r

> 0: peri�o il vinolo

non pu�o essere realizzato on un �lo.

b) Se E > 2mgl, non si ha mai

_

# = 0: il moto �e una rotazione (non uniforme)

attorno al punto di sospensione. In questo aso il massimo di T

r

si ha

per # = �, e vale 5mg � 2E=l, he �e > 0 se E <

5

2

mgl. Solo se E >

5

2

mgl

si pu�o usare un �lo.

) E = 2mgl �e un aso limite: lo si pu�o avere ol pendolo fermo nella posizione

pi�u alta (equilibrio instabile), oppure on un moto he si avviina a quella

posizione senza mai raggiungerla (v. pi�u avanti).

Ci sono numerosi sistemi meanii he sono desritti dalla stessa equazione

del pendolo semplie, e he hanno interesse pratio: itiamo tra gli altri il pendolo

balistio, il pendolo omposto, il sismografo a pendolo. In tutti i asi si tratta di

sistemi il ui studio rihiede nozioni di dinamia dei sistemi, per ui ne parleremo

nel seguito. Dato he per�o l'equazione del moto �e la stessa del pendolo semplie,

ad essi potranno appliarsi tutte le onlusioni he trarremo dalla disussione di

questo.

L'approssimazione delle piole osillazioni

Aade spesso he nel moto del pendolo interessino solo ondizioni iniziali

tali he #

max

�e piolo. Allora # rimane piolo durante tutto il moto, ed �e

leita un'approssimazione: onfondere nella (23a{2) sin# on #. Se si fa questo,

l'equazione diventa

�

# = �!

2

0

#;

he �e l'equazione di un osillatore armonio. Si ottiene quindi per il periodo:

T

0

=

2�

!

0

= 2�

s

l

g

; (23a{4)

he esprime la legge d'isoronismo del pendolo (Galileo): il periodo delle piole

osillazioni di un pendolo semplie dipende solo dalla sua lunghezza. Iniden-

talmente, sulla (23a{4) si basa il metodo lassio di misura di g: quello he fu

usato �n dal '600 per veri�are la variazione dell'aelerazione di gravit�a on la

latitudine (Cap. 17).

Abbiamo �nora parlato di \piole osillazioni," ma non abbiamo anora

detto he osa vuol dire \piole." Per apirlo, oorre avere qualhe idea di ome

varia il periodo del pendolo quando si abbandona l'approssimazione he porta

all'isoronismo. A questo sopo sriviamo| senza giusti�arla | un'espressione

del periodo anora approssimata, ma he gi�a ontiene la dipendenza da #

max

:

T = T

0

�

1 +

1

16

#

2

max

+O(#

4

max

)

�

(23a{5)
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dove T

0

�e quello dato dalla (23a{4), e #

max

�e misurato in radianti.

Possiamo usare la (23a{5) per vedere quanto �e buona l'approssimazione delle

piole osillazioni: se ad es. vogliamo un errore relativo sul periodo inferiore

all'1%, la (23a{5) i die he #

max

non deve superare 0:4 rad = 23

Æ

. Se invee

il pendolo �e quello di un orologio, he non deve sbagliare pi�u di un seondo al

giorno anhe se l'ampiezza delle osillazioni varia, si trova #

max

< 0:8

Æ

.

Diagrammi di fase

Il moto del pendolo si desrive bene nel piano delle fasi, ome abbiamo fatto

nel Cap. 20, usando le oordinate x = # e u =

_

#=!

0

(�g. 23a{2). Gi�a sappiamo

he le traiettorie di fase sono urve di livello dell'energia: la loro equazione �e

peri�o

u

2

+ 4 sin

2

x

2

= ost: = u

2

0

(23a{6)

(basta usare la (23a{3), e riordare he 1� os# = 2 sin

2

(#=2)). La ostante u

0

d�a il valore di u per x = 0.

Dalla (23a{6) si vede he se u

0

�e suÆientemente piolo lo stesso aade

per x (ossia per #); allora si pu�o onfondere il seno ol suo argomento, e le urve

integrali sono approssimativamente erhi (ome nell'osillatore armonio). Ma

questo non �e pi�u vero se u

0

�e dell'ordine dell'unit�a.

Comunque �nh�e ju

0

j < 2 esistono due valori di x (tra loro opposti) per i

quali u si annulla: si tratta dei punti d'inversione del moto. Di onseguenza le

urve integrali sono hiuse.

Se invee ju

0

j > 2 i punti d'inversione non esistono, e u onserva sempre lo

stesso segno: ome sono fatte allora le urve integrali? Per rispondere, oorre

prima di tutto tener presente he l'angolo # �e una oordinata polare, e quindi

va preso in un intervallo di ampiezza 2�: ad es. [��; �℄. Ci�o vuol dire he

nel piano (x; u) solo una strisia vertiale ha signi�ato, e inoltre he bisogna

intendere he il bordo destro e quello sinistro della strisia orrispondono agli

stessi stati �sii ; in altre parole, si dovrebbe vedere la strisia rihiusa su se

stessa e \uita" ai bordi, in modo da formare un ilindro.

Ci�o posto, una traiettoria in ui sia sempre u > 0, e he peri�o �e sempre

orientata verso destra, ese dal bordo di destra e rientra da quello di sinistra,

hiudendosi su se stessa: a questo orrisponde un moto del pendolo he ruota

attorno al punto di sospensione, ome abbiamo gi�a visto. Se invee u < 0 il

moto �e in senso opposto, ma ha le stesse aratteristihe.

Ci sono in�ne dei asi limite: u

0

= �2. La (23a{6) diventa in questo aso

u = �2 os

x

2

;

he d�a due arhi di sinusoide passanti per i punti (�; 0) e (��; 0). Per�o attenzione:

in realt�a le due traiettorie non raggiungono quei punti: in queste ondizioni il

periodo del pendolo �e in�nito (ma non lo dimostriamo).
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In realt�a i due punti (�; 0) e (��; 0) (he poi sono un unio punto, per

quanto detto prima) danno un'ultima possibile traiettoria, orrispondente alla

posizione di equilibrio instabile in ui il pendolo �e fermo alla massima altezza.

Abbiamo os�� ritrovato i risultati della disussione fatta all'inizio del api-

tolo; i vari tipi di urve integrali sono indiate in �g. 23a{2.
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24. L'osillatore armonio smorzato

Per quanto importante sia l'osillatore armonio, si tratta sempre di un'i-

dealizzazione: non solo perh�e si suppone la forza elastia, ma anhe perh�e si

trasura qualsiasi e�etto dissipativo (attriti e simili).

�

E peri�o di grande inte-

resse erare di mantenere per quanto possibile la sempliit�a matematia dello

shema, avviinandolo per�o alla realt�a �sia. Le propriet�a importanti dell'osil-

latore armonio sono due, ome abbiamo visto: si tratta di un sistema autonomo

e lineare; erheremo dunque di onservare queste propriet�a.

De�nizioni

Conviene anzitutto preisare la terminologia, he �e stata introdotta nel

Cap. 21 senza insistere sulle de�nizioni. Diremo he un sistema della forma

_x = g(x; v; t)

_v = f(x; v; t)

�e lineare se le funzioni f e g sono lineari nelle inognite x e v:

f(x; v; t) = a(t)x+ b(t) v + (t)

e analoga per g. Abbiamo volutamente espliitato he i oeÆienti a, b,  possono

essere funzioni del tempo; naturalmente se il sistema �e autonomo a, b,  si ridur-

ranno a ostanti. Se tanto in f quanto in g mana il termine noto , il sistema

si die omogeneo. Nel seguito, per brevit�a, diendo \lineare" sottintenderemo

anhe \omogeneo," salvo diverso avviso.

L'osillatore armonio �e dunque lineare, e erheremo di mantenerlo tale

aggiungendo per�o una forza he produa lo smorzamento del moto.

�

E faile

vedere he on queste ondizioni l'espressione pi�u generale possibile per la forza �e

F = �kx� �v = �m (!

2

0

x+ v);

dove aanto alla forza elastia F

e

= �kx abbiamo aggiunto una resistenza

visosa F

r

= ��v, e abbiamo de�nito

!

0

=

p

k=m;  = �=m:

Il ambiamento di notazione da ! a !

0

ha una motivazione he risulter�a hiara nel

seguito. Chiameremo il sistema �sio os�� de�nito osillatore armonio smorzato.

Con la solita de�nizione u = v=!

0

si ottiene allora il sistema

_x = !

0

u

_u = �!

0

x� u:

(24{1)
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Disussione qualitativa

Nel piano delle fasi il ampo w non �e pi�u ortogonale alla direzione OP,

ma ha sempre una omponente \entripeta" (�g. 24{1). Questo si vede anhe

alolando

d

dt

(x

2

+ u

2

) = 2x _x+ 2u _u = �2u

2

� 0 (24{2)

ossia sulle traiettorie la distanza da O diminuise sempre (on l'unia eezione

dei punti in ui u = 0): si tratta di spirali (�g. 24{2). Tutte le traiettorie tendono

a O, he �e peri�o un attrattore, ma il tempo di avviinamento �e in�nito. Questo

si dimostra, senza bisogno di risolvere il sistema, al modo seguente.

Sia P

0

il punto di partenza, e P

1

il punto raggiunto dopo un giro, ossia la

prima intersezione della traiettoria ol segmento OP

0

. De�niamo analogamen-

te P

2

, e. Indihiamo on � il rapporto fra i segmenti OP

0

e OP

1

: sar�a � > 1.

Dato he il sistema (24{1) �e lineare e autonomo, l'aro di traiettoria he va

da P

1

a P

2

si otterr�a dall'aro P

0

P

1

ontraendo tutte le distanze da O del fatto-

re � (omotetia) e sar�a perorso nello stesso tempo T . Dunque i punti P

1

;P

2

: : :

vengono raggiunti ai tempi T; 2T; : : :

Nota 1: Abbiamo inidentalmente dimostrato un'altra propriet�a dell'osillatore

armonio smorzato: le traiettorie di fase sono tutte autosimili, ossia esiste una

similitudine (in realt�a in�nite) he trasforma iasuna traiettoria in se stessa.

Nota 2: La dimostrazione he abbiamo data non vale se lo smorzamento �e os��

grande he la traiettoria non ompleta un giro. Una volta sritto l'integrale

generale del sistema, potremo vedere se e quando il risultato sul tempo in�nito

e quello sull'autosimilitudine delle traiettorie restino validi.

L'energia nei sistemi dissipativi

L'osillatore armonio smorzato non soddisfa le ipotesi nelle quali, al ap.

pre., abbiamo trovato l'integrale primo dell'energia. Se l'energia viene vista

soltanto ome un integrale primo, due soli asi sono possibili: o esso esiste (e al-

lora �e utile studiarlo) o non esiste, e il disorso �e hiuso. Ma se l'energia �e una

grandezza �sia, possiamo provare a alolarla anhe quando il sistema �e sog-

getto a forze non onservative, ome aade nel nostro aso. Per un tale sistema

potremo parlare di energia inetia, e anhe dell'energia potenziale della forza

elastia; per�o la somma T + V non rester�a ostante, a ausa della presenza di

un'altra forza, non onservativa.

La (24{2) si pu�o srivere

dE

dt

=

d

dt

�

1

2

kx

2

+

1

2

mv

2

�

=

1

2

k

d

dt

(x

2

+ u

2

) = �ku

2

= �mv

2

= ��v

2

:

Questa relazione pu�o essere trasformata al modo seguente:

dE = ��v

2

dt = F

r

v dt = F

r

dx: (24{3)
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Il prodotto F

r

dx tra forza e spostamento si hiama, om'�e noto, lavoro della for-

za; abbiamo quindi dimostrato he la variazione dell'energia del sistema eguaglia

il lavoro della forza dissipativa (he �e sempre negativo, perh�e la forza d'attrito

�e sempre opposta alla veloit�a, e quindi allo spostamento).

Possiamo interpretare la (24{3) in questo modo: il lavoro della forza esterna

(in questo aso la forza di attrito) misura l'energia trasferita al sistema. Nel aso

he stiamo esaminando, dato he il lavoro della forza di attrito �e sempre negativo,

il trasferimento �e negativo, ossia l'energia viene trasferita in senso ontrario: dal

sistema verso l'esterno.

In realt�a nelle ondizioni attuali l'energia (meania) non si onserva: non

esiste nessun altro oggetto he aumenti la sua energia potenziale o inetia.

In un erto senso peri�o parlando di \energia trasferita" stiamo mettendo il

arro avanti ai buoi: si pu�o parlare di trasferimento solo per qualosa he si

onserva.

�

E noto he per ripristinare la onservazione dell'energia in presenza

di e�etti dissipativi bisogna introdurre altre forme di energia, ossia entrare nella

termodinamia.

Riera dell'integrale generale

Non �e faile vedere quale possa essere la soluzione del sistema (24{1). Per

i sistemi lineari esiste, ome abbiamo gi�a aennato, un algoritmo di risoluzione;

ma piuttosto he presentarlo ex abrupto, preferiamo arrivari per tentativi.

Osserviamo he sappiamo gi�a risolvere il problema in due asi partiolari:

{ Se � = 0 abbiamo il semplie osillatore armonio non smorzato, e le tra-

iettorie sono erhi ol entro nell'origine.

{ Se !

0

= 0 mana la forza elastia e i si ridue al moto in mezzo visoso.

In questo seondo aso possiamo sempre segliere l'origine delle x nel punto

limite del moto, e allora la traiettoria �e una semiretta, lungo la quale tanto x

quanto v deresono esponenzialmente nel tempo.

Sembra naturale aspettarsi he il aso generale prenda propriet�a da entrambi

i asi partiolari, ossia he i sia una rotazione intorno ad O, ma allo stesso

tempo un avviinamento a questo punto (del resto abbiamo gi�a visto he le

traiettorie sono spirali onvergenti in O). Siamo dunque portati a ongetturare

una soluzione della forma

x = Ae

��t

os(!t� '); (24{4)

dove A e ' saranno le solite ostanti arbitrarie, mentre � e ! sono da determinare

in modo he la (24{4) sia soluzione del sistema (24{1).

Se aloliamo _x dalla (24{4) troviamo poi u dalla prima delle (24{1):

u =

_x

!

0

= �

�

!

0

Ae

��t

os(!t� ')�

!

!

0

Ae

��t

sin(!t� ')

24{3



e da qui otteniamo _u:

_u =

�

2

!

0

Ae

��t

os(!t� ') +

2�!

!

0

Ae

��t

sin(!t� ')�

!

2

!

0

Ae

��t

os(!t� '):

Sostituendo nella seonda delle (24{1) le espressioni per _u, x e u si arriva alla

seguente relazione:

�

2

!

0

Ae

��t

os(!t� ') +

2�!

!

0

Ae

��t

sin(!t� ')�

!

2

!

0

Ae

��t

os(!t� ') =

� !

0

Ae

��t

os(!t� ') +

�

!

0

Ae

��t

os(!t� ') +

!

!

0

Ae

��t

sin(!t� '):

Dividendo per Ae

��t

e raogliendo i termini simili:

�

�

2

!

0

�

!

2

!

0

+ !

0

� 

�

!

0

�

os(!t� ') +

�

2�!

!

0

�

!

!

0

�

sin(!t� ') = 0:

Questa pu�o essere un'identit�a soltanto se i oeÆienti del seno e del oseno

sono entrambi nulli:

�

2

� !

2

+ !

2

0

� � = 0; 2��  = 0

dalle quali si ottengono

� =

1

2

; ! =

q

!

2

0

�

1

4



2

: (24{5)

Abbiamo os�� dimostrato he

x = Ae

�t=2

os(!t� ')

u = �Ae

�t=2

�

!

!

0

sin(!t� ') +



2!

0

os(!t� ')

�

(24{6)

dove ! �e dato dalla (24{5), �e una soluzione del sistema (24{1), omunque si

selgano A, '. Si veri�a senza diÆolt�a he le (24{6) danno l'integrale generale,

in quanto �e possibile soddisfare tutte le ondizioni iniziali.

Come per l'osillatore armonio puro, possiamo srivere le (24{6) in altre

forme, ad es.

x = a e

�t=2

os!t+ b e

�t=2

sin!t (24{7)

(�e inutile srivere l'espressione per u, he si ottiene derivando). La (24{7) mo-

stra di nuovo he l'integrale generale si ottiene per ombinazione lineare di due

integrali partiolari; abbiamo gi�a detto he i�o aade sempre, on le equazioni

di�erenziali lineari (omogenee).
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Interpretazione del risultato

L'interpretazione delle (24{6) (o della (24{7)) �e abbastanza semplie: si

tratta di osillazioni sinusoidali smorzate, il he vuol dire he l'ampiezza delle

osillazioni, anzih�e restare ostante, derese esponenzialmente al passare del

tempo (�g. 24{3). La ostante di tempo per il deremento dell'ampiezza �e 2=.

Il moto non �e periodio, ma si usa parlare anhe in questo aso di perio-

do, riferendosi ovviamente alla parte sinusoidale. Si vede dalla (24{5) he sar�a

sempre ! < !

0

: il periodo dell'osillatore smorzato �e maggiore di quello he

si avrebbe in assenza di smorzamento. La di�erenza per�o �e di seondo ordine

nel rapporto =!

0

, e peri�o spesso pu�o essere trasurata se lo smorzamento �e

piolo.

Nota: Non abbiamo mai usato �n qui il termine frequenza, ma �e neessario

aennare alla terminologia in uso. A stretto rigore la frequenza �e l'inverso del

periodo: � = 1=T ; ha dimensioni [�℄ = [t℄

�1

, e unit�a di misura s

�1

= Hz.

Spesso si usa per�o la stessa parola per indiare ! = 2��; qualuno distingue

tra \frequenza ilia" per � e \frequenza angolare" per !. Il problema delle

dimensioni e dell'unit�a di misura per ! �e naturalmente legato a quello degli

angoli (v. Cap. 19): l'uso pi�u orrente �e di misurare ! in rad/s.

Abbiamo gi�a visto he l'energia non si onserva, ma derese; ora possiamo

vedere pi�u in dettaglio ome. Dalle (24{6) si ottiene

E =

1

2

k (x

2

+ u

2

)

=

1

2

kA

2

e

�t

��

1 +



2

4!

2

0

�

os

2

(!t� ') +

!

2

!

2

0

sin

2

(!t� ')

+

!

!

2

0

sin(!t� ') os(!t� ')

�

=

1

2

kA

2

e

�t

�

1 +



2

4!

2

0

os 2(!t� ') +

!

2!

2

0

sin 2(!t� ')

�

:

Il seondo e il terzo termine in parentesi quadra osillano intorno a zero, e i

loro oeÆienti sono pioli se  � !

0

(un aso di grande interesse pratio).

Possiamo dunque trasurarli, e srivere

E '

1

2

kA

2

e

�t

' E

0

e

�t

; (24{8)

da ui si vede he l'energia derese anh'essa esponenzialmente nel tempo, on

ostante di tempo 1=.

Eserizio: Veri�are he la grandezza x

2

+ u

2

+ xu=!

0

derese esattamente

seondo una legge esponenziale, on ostante di tempo 1=.

Si de�nise fattore di merito il rapporto Q = !

0

=, he �e tanto pi�u grande

quanto pi�u lo smorzamento �e piolo. Un'interpretazione di Q �e la seguente:

l'energia dell'osillatore derese di un fattore 1=e nel tempo 1= = Q=!

0

'
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QT=2�. Dunque Q=2� �e il numero di periodi neessari per tale deremento

dell'energia. Oppure: derivando la (24{8) abbiamo

dE

dt

= �E )

dE

E

= � dt:

Ne segue he in un periodo la variazione relativa dell'energia �e

�E

E

= �T = �

2�

Q

:

Alune indiazioni di ordine di grandezza per Q: per un pendolo si va da 10

3

a 10

4

; per i ristalli di quarzo usati negli orologi Q � 10

5

. Usendo dall'ambito

meanio, si pu�o sempre de�nire un fattore di merito ogni volta he si ha un

sistema osillante. Esempi: nei iruiti risonanti elettrii (LC) il fattore di merito

arriva intorno a 300; le avit�a per miroonde vanno �no a 10

6

; osillatori atomii

o moleolari arrivano a 10

9

; osillazioni nuleari a 10

12

.

Smorzamento ritio e oltre

Si sar�a notato he l'espressione di ! data nella (24{5) �e reale solo se  � 2!

0

;

quando questa ondizione non �e soddisfatta dovremmo dunque riominiare da

apo nella riera delle soluzione? In realt�a no, ome vedremo fra poo; inoltre

sono pi�u frequenti e importanti le situazioni in ui la ondizione �e soddisfatta.

Il aso  = 2!

0

si hiama di smorzamento ritio; in tal aso ! = 0, ma

nase un'altra diÆolt�a: le (24{6) non danno pi�u l'integrale generale. Infatti

esse diventano

x = A os' e

�!

0

t

u = �A os' e

�!

0

t

e si vede he le due ostanti arbitrarie A e ' ompaiono soltanto nella ombi-

nazione A os'. Peri�o ambiare ' equivale a ambiare A, e non abbiamo pi�u

realmente due ostanti arbitrarie, ma soltanto una. La stessa osa si vede anhe

dalla (24{7), dove il seondo termine sparise e resta solo la ostante arbitraria a.

Lasiamo al lettore di veri�are he in queste ondizioni l'integrale generale �e

x = (a+ b t) e

�!

0

t

:

Soluzioni omplesse

Vogliamo ora mostrare ome si possa arrivare, in modo pi�u semplie e siste-

matio, all'integrale generale del nostro problema on una tenia he generalizza

quella usata per l'osillatore armonio \puro," e he fa intervenire i numeri om-

plessi.
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Ripartiamo dal sistema (24{1), he di�erise da quello dell'osillatore armo-

nio puro per il termine addizionale u. Nel aso puro siamo riusiti a trasforma-

re il sistema in un'unia equazione per la variabile omplessa z = x+iu; possiamo

fare anora lo stesso? Certamente non funziona sommare le due equazioni dopo

aver moltipliato la seonda per i, a ausa del termine u; proviamo allora una

posizione pi�u generale: z = x + �u, dove � sar�a un oeÆiente (probabilmente

omplesso) da determinare. Troviamo:

_x+ � _u = !

0

u� �!

0

x� �u = ��!

0

�

x+

� � !

0

�!

0

u

�

:

Tutto funzioner�a bene se nella parentesi a seondo membro avremo x+�u, perh�e

allora l'equazione diventer�a

_z = ��!

0

z; (24{9)

he sappiamo risolvere. Dobbiamo dunque rihiedere

� � !

0

�!

0

= �;

ossia

!

0

�

2

� �+ !

0

= 0:

Questa per � �e un'equazione di seondo grado, le ui radii sono

� =

 �

p



2

� 4!

2

0

2!

0

=



2!

0

�

i

2!

0

q

4!

2

0

� 

2

=



2!

0

� i

!

!

0

;

dove ! �e di nuovo quello de�nito dalla (24{5). La prima forma �e pi�u utile

se  > 2!

0

, la seonda nel aso opposto; infatti nel primo aso � �e reale, mentre

nel seondo �e omplesso (le due radii sono fra loro oniugate).

Disussione

Conviene dunque distinguere tre asi, a seonda he sia

1)  > 2!

0

: hiameremo questo il aso aperiodio

2)  = 2!

0

: abbiamo gi�a detto he questo prende il nome di aso ritio

3)  < 2!

0

: questo �e il aso osillante.

Nel aso aperiodio le due radii sono reali, positive e distinte; di onse-

guenza anhe z sar�a reale. Se indihiamo le radii on �

1

e �

2

, avremo in

orrispondenza due soluzioni per z:

z

1

= z

10

e

��

1

!

0

t

; z

2

= z

20

e

��

2

!

0

t

:

Poih�e deve essere

z

1

= x+ �

1

u

z

2

= x+ �

2

u
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eliminando u si trova l'integrale generale

x =

1

�

1

� �

2

�

�

1

z

20

e

��

2

!

0

t

� �

2

z

10

e

��

1

!

0

t

�

(24{10)

dove z

10

, z

20

sono due ostanti arbitrarie reali.

La ragione del nome \aperiodio" �e he in questo aso non i sono osil-

lazioni: infatti entrambi i termini della (24{10) deadono nel tempo on legge

esponenziale.

Il aso ritio �e stato gi�a brevemente trattato, e non oorre aggiungere

altro.

Nel aso osillante invee l'integrale generale dalla (24{9) �e

z = z

0

e

��!

0

t

he onviene risrivere

z = z

0

e

�t=2

e

�i!t

:

Il doppio segno riorda he esistono due radii, e orrisponde alle due selte

possibili (i oppure �i) he avevamo per l'osillatore armonio puro. Le due

radii sono tra loro oniugate, e ome si vede dall'equazione, il loro prodotto

vale 1: ne segue j�j = 1.

Dato he la soluzione �e omplessa, lo stesso �e vero per la ondizione inizia-

le z

0

, he dunque ontiene suÆienti informazioni per fornire anhe l'integrale

generale del sistema di partenza. Per oerenza on quello he abbiamo fatto

allora, terremo anhe qui il segno meno:

z = z

0

e

�t=2

e

�i!t

: (24{11)

�

E interessante osservare he nel piano omplesso z la (24{11) rappresenta una

spirale logaritmia, he si avvolge in senso orario attorno all'origine (�g. 24{4).

Solo in questo aso, e non negli altri, si pu�o parlare di autosimilitudine: infatti

z(t+ T ) = z(t) e

�T=2

perh�e il termine e

�i!t

ha periodo 2�=! = T . Dunque dopo il tempo T posizione

e veloit�a si riproduono on una riduzione in sala, e.

Come si riava x dalla (24{11)? Sarebbe sbagliato prendere sempliemente

la parte reale, perh�e � non �e immaginario puro. Se sriviamo le due relazioni

z = x+ � u

z

�

= x+ �

�

u

ed eliminiamo u, troviamo

x =

�z

�

� �

�

z

�� �

�

: (24{12)
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Si noti he in realt�a nella (24{12) entrano tutt'e due le soluzioni, esattamente

ome nella (24{10), attraverso z e z

�

.

Possiamo sempli�are la (24{12) se sriviamo in modo diverso la relazione

fra z, x e u. Invee di z = x+ �u poniamo

z = i

!

0

!

�

x

�

+ u

�

(questa non �e he la vehia z moltipliata per i!

0

=�!): allora si veri�a, gio-

ando un po' on i numeri omplessi, he in luogo della (24{12) vale

x = <z (24{13)

(qui < sta per \parte reale") e he peri�o le (24{6) si ottengono prendendo

z

0

= Ae

i'

:

�

E hiaro he anhe on la nuova de�nizione di z resta valida l'equazione di�e-

renziale (24{9), e peri�o la sua soluzione (24{11).

Osserviamo he dalla (24{11) si riava immediatamente

jzj

2

= jz

0

j

2

e

�t

;

he fa pensare all'andamento nel tempo dell'energia, dato dalla (24{8). La osa

non �e asuale: infatti

jzj

2

= zz

�

=

!

2

0

!

2

�

x

�

+ u

��

x

�

�

+ u

�

=

!

2

0

!

2

(x

2

+ u

2

+



!

0

xu):

Gi�a sappiamo he x

2

+ u

2

�e proporzionale all'energia; il terzo termine �e poo

importante per due ragioni:

{ �e sempre piolo se  � !

0

{ �e un termine osillante, il ui valor medio �e di seondo ordine in =!

0

.

Possiamo dunque dire he in sostanza jzj

2

misura l'energia dell'osillatore

(a parte un fattore ostante).

Riessione �nale

Abbiamo visto he in questo problema �e molto utile usare numeri omplessi,

grazie ai quali abbiamo ridotto il sistema di equazioni di�erenziali a una sola

equazione di primo ordine; abbiamo anhe visto he si �nise sempre per adere in

una soluzione di tipo esponenziale.

�

E naturale hiedersi il perh�e di questi fatti.

Si potrebbe redere he la riduzione di due equazioni a una sola, ma on

inognita omplessa, dipenda dal fatto he un numero omplesso equivale a due

reali, ma non �e os��; lo stesso risultato vale per sistemi di equazioni di�erenziali
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di qualsiasi ordine e in qualunque numero, purh�e lineari: �e la linearit�a il fattore

deisivo.

Osserviamo he nel piano delle fasi (x; u) il ampo w delle veloit�a dipende

linearmente dal vettore posizione r: possiamo vedere questa dipendenza lineare

ome una matrie:

�

_x

_u

�

=

�

0 !

0

�!

0

�

��

x

u

�

o in forma pi�u astratta:

w = Ur:

Il alolo he abbiamo fatto �e stato sempliemente la riera degli autovettori

di U . Sia infatti r

1

un autovettore: abbiamo hiamato ��!

0

il orrispondente

autovalore, avendo os��

_
r

1

= Ur

1

= ��!

0

r

1

; (24{11)

e da qui segue tutto il resto. C'�e solo un problema: non �e a�atto detto he una

matrie reale abbia sempre autovettori e autovalori; l'equazione he determina gli

autovalori pu�o avere radii omplesse. Eo dove entrano in modo determinante

i numeri omplessi: i assiurano la possibilit�a di trovare gli autovalori (almeno

uno). Se due o pi�u radii oinidono | aso ritio | nasono altri problemi,

ome abbiamo visto: problemi he si risolvono, ma non possiamo qui entrare in

dettagli.

Lo salare z = x + �u �e una omponente del vettore r = (x; u) del piano

delle fasi nella base formata dagli autovettori di U . Sfortunatamente il prezzo

per questa sempli�azione �e he bisogna lavorare in uno spazio vettoriale sul

orpo omplesso, altrimenti gli autovettori in generale non esistono.

Dalla (24{11) gi�a si vede he la soluzione sar�a un'esponenziale, ma anhe per

questo '�e un motivo pi�u profondo. La (24{11) �e un'equazione di primo ordine,

per ui lo spazio vettoriale delle sue soluzioni �e unidimensionale: trovato un in-

tegrale partiolare, tutti gli altri sono multipli di quello, on un fattore ostante.

D'altra parte il sistema �e autonomo, il he vuol dire he se r(t) �e una soluzione,

anhe r(t� �) lo �e, per ogni � : dunque r(t� �) si ottiene da r(t) moltipliandolo

per una ostante. Ora la sola funzione he goda di questa propriet�a �e proprio

l'esponenziale!

Riassumendo: l'intervento dei numeri omplessi �e motivato dalla neessit�a

di trovare autovettori della matrie U he ompare a seondo membro di un

sistema di�erenziale lineare; la omparsa dell'esponenziale deriva dalla sua pro-

priet�a aratteristia, di moltipliarsi per un fattore ostante per e�etto di una

traslazione. Dobbiamo peri�o aspettari la stessa situazione tutte le volte he

inontreremo un sistema autonomo lineare, anhe al di fuori della meania.
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24a. Simmetrie e invarianze

Abbiamo gi�a avuto oasione nei ap. preedenti di mettere in evidenza

alune propriet�a di simmetria dei sistemi in esame. Vogliamo dediare questo

apitolo a una disussione dell'argomento da un punto di vista un po' pi�u gene-

rale.

Simmetria e invarianza

�

E bene ominiare preisando i termini he adotteremo; infatti in questo

argomento, he pure riveste grandissima importanza nella �sia moderna, non

'�e sempre aordo sull'esatto signi�ato delle parole he si usano.

Chiameremo trasformazione di simmetria (o brevemente simmetria) una

qualsiasi trasformazione alla quale verranno assoggettate le grandezze �sihe del

sistema. Esempi di simmetrie he abbiamo gi�a inontrato sono le traslazioni tem-

porali, le rotazioni, le riessioni (destra{sinistra), il passaggio da un riferimento

inerziale a un altro, e.

Diremo invee invarianza un partiolare omportamento del sistema per

e�etto di una trasformazione di simmetria: abbiamo visto ad es. he un sistema

autonomo �e invariante per traslazioni temporali, he molti sistemi sono invarianti

per riessioni, he il prinipio di relativit�a esprime l'invarianza per la trasforma-

zione fra riferimenti inerziali: : : Dobbiamo ora preisare questi onetti.

Riprendiamo in onsiderazione il primo esempio: le traslazioni temporali.

Possiamo esprimerlo os��: eseguo un esperimento oggi, e lo ripeto domani; in

questo aso l'unio ambiamento sta nella grandezza tempo. Mi hiedo: i risultati

dei due esperimenti saranno gli stessi? In termini formali, i�o equivale a sostituire

nelle equazioni del fenomeno la variabile t on t � � (simmetria) e vedere se le

equazioni restano inalterate (invarianza). Nei asi he abbiamo visto �nora

questo aade sempre, ma attenzione: i�o non signi�a he siano invarianti le

soluzioni, io�e he sia x(t) = x(t� �)!

Ci aspettiamo solo he se x(t) �e una soluzione, lo sia anhe x(t � �), ossia

he l'insieme delle soluzioni sia invariante. Se l'esperimento �e la aduta di un

sasso, x(t) 6= x(t� �), perh�e il sasso ade, e la sua x ambia nel tempo; ma se

x =

1

2

gt

2

�e una soluzione, lo �e anhe x =

1

2

g(t� �)

2

: il sasso adr�a allo stesso

modo domani.

Questo appare os�� ovvio he non si vede ome potrebbe essere diverso;

eppure, a stretto rigore, se ad es. tengo onto della forza di marea prodotta dalla

Luna, l'aelerazione di gravit�a ambia nel tempo e l'invarianza non '�e pi�u!

Un esempio pi�u banale: se sto faendo osillare un pendolo, e la sua lunghezza

dipende dalla temperatura, non potr�o aspettarmi invarianza se la temperatura

ambia nel tempo, e.

Abbiamo visto he nei diagrammi di fase l'invarianza per traslazioni tem-

porali si esprime nel fatto he non oorre introdurre il tempo ome oordinata,
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e he le urve integrali sono parametrizzate a meno di una ostante additiva

arbitraria.

Invarianze dell'osillatore armonio

L'osillatore armonio (ideale o smorzato) possiede l'invarianza per trasla-

zioni temporali, ma non �e la sola. Il modo pi�u semplie per soprirne altre �e

di esaminare il ampo delle veloit�a nel piano delle fasi. Dalla �g. 24{1, e dalle

orrispondenti equazioni (24{1), si vede he una rotazione di 180

Æ

attorno all'o-

rigine, he equivale a ambiare segno tanto a x quanto ad u, lasia inalterato il

ampo di veloit�a, ossia le itate equazioni. In pohe parole, la simmetria

x 7! �x; u 7! �u

�e un'invarianza dell'osillatore armonio (anhe smorzato).

Ci�o signi�a he se x(t) �e un moto possibile, lo �e anhe �x(t) (ovviamente

on altre ondizioni iniziali). Ma ambiare x in �x signi�a invertire l'orienta-

mento dell'asse x: l'invarianza he abbiamo trovata si esprime peri�o brevemente

diendo he per l'osillatore armonio destra e sinistra sono equivalenti.

Ora i possiamo hiedere: anhe restando nei sistemi on un solo grado

di libert�a, sar�a solo l'osillatore armonio ad avere questa invarianza? Si vede

failmente he la risposta �e no: tutto quello he oorre �e he la forza he agise

sia una funzione dispari della posizione e della veloit�a.

Per hiarezza, ripetiamo in altra forma la onlusione ui siamo arrivati:

tutte le volte he il punto materiale �e soggetto a una forza dispari (nel senso

detto sopra) aade questo: se a partire da erte ondizioni iniziali x

0

, v

0

risulta

un erto moto x(t), siamo erti he partendo dalle ondizioni iniziali opposte

�x

0

, �v

0

, avremo il moto desritto da �x(t), he rimane a ogni istante simme-

trio del primo. Possiamo dunque dire anhe he l'invarianza onsiste nel fatto

he una data simmetria si onserva nel tempo.

�

E per questo motivo he nel gergo

dei �sii di oggi si parla spesso di simmetrie onservate.

In partiolare, se le ondizioni iniziali sono esse stesse simmetrihe (ossia

invarianti rispetto alla trasformazione di simmetria onsiderata) la simmetria si

deve mantenere. Nel aso dell'osillatore armonio questa osservazione d�a un

risultato interessante, perh�e '�e una sola ondizione iniziale simmetria: quella

in ui il punto si trova nell'origine on veloit�a nulla. Ne riaviamo he l�� deve

restare, io�e he si tratta di una posizione di equilibrio. La osa appare ovvia,

ma �e utile soprire he i si pu�o arrivare on sole onsiderazioni di simmetria, e

soprattutto vedere qual �e il modo esatto di ondurre il ragionamento.

L'inversione del tempo

Esiste un'importante invarianza he �e posseduta dall'osillatore armonio

ideale, ma non da quello smorzato: l'invarianza per inversione del tempo. Si
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tratta di una propriet�a he abbiamo gi�a disussa al Cap. 22, ma he ora inqua-

dreremo nel disorso generale delle invarianze.

La trasformazione di simmetria in questione �e

t 7! �t; x 7! x; u 7! �u: (24a{1)

Se dimentihiamo per un momento la trasformazione di t, nel piano delle fasi

stiamo portando iasun punto nel suo simmetrio rispetto all'asse x, ma si vede

dalla �g. 21{2 he il ampo w non resta invariato: la veloit�a nel punto (x;�u)

non �e la simmetria di quella nel punto (x; u). Riordiamo per�o he abbiamo

invertito anhe t: i�o ha per e�etto di ambiare segno a entrambe le omponenti

di w, e il risultato �nale �e quello desiderato: sotto la simmetria (24a{1) il ampo

delle veloit�a �e invariante. La stessa osa si vede anhe direttamente guardando

le equazioni (21{2).

L'interpretazione �sia di questa invarianza �e quella he nel Cap. 22 abbiamo

hiamata \reversibilit�a": �e naturale quindi he valga per l'osillatore armonio

ideale, he �e un sistema onservativo, e non per quello smorzato. Se infatti

applihiamo l'inversione del tempo all'osillatore smorzato, troviamo he le tra-

iettorie originarie, he sono spirali he si hiudono, si trasformano in spirali he

si aprono: passiamo dunque da osillazioni la ui ampiezza derese nel tempo,

a osillazioni di ampiezza resente. Si noti he il punto essenziale non �e he he

negli osillatori reali l'ampiezza sia sempre deresente, ma solo he la simmetria

in questione i porta da un erto sistema (l'osillatore smorzato) a uno diverso:

dunque non si tratta di un'invarianza.

Eserizio 1: Quali delle invarianze �n qui disusse valgono per il pendolo (anhe

al di l�a delle piole osillazioni)?

Eserizio 2:

�

E possibile trovare simmetrie he sono invarianze dell'osillatore

armonio, ma non del pendolo? (La risposta pu�o essere intuita per via geome-

tria, ma la sua disussione ompleta rihiede la meania analitia, he ese

dal nostro programma).

L'invarianza per traslazioni spaziali

Esistono ovviamente altre simmetrie he non sono invarianze per l'osillatore

armonio, ma lo sono per altri sistemi: vediamo un esempio.

Consideriamo la traslazione spaziale (sempre limitandoi a una sola dimen-

sione):

x 7! x+ a:

�

E hiaro he questa non �e un'invarianza per l'osillatore armonio: infatti il

ampo delle veloit�a ha un punto �sso, he non resta lo stesso se si esegue la

traslazione.

Pi�u in generale i�o aade tutte le volte he esiste una forza, on una sola

eezione: se questa non dipende dalla posizione del punto materiale. Tutti gli
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esempi visti al Cap. 20, esluso l'osillatore armonio, rientrano in questa lasse,

ome mostrano le �gure 20{4, 20{6, 20{8, 20{10, dalle quali si vede he il ampo

delle veloit�a resta invariato per una traslazione della x. Le �gure 20{5, 20{7,

20{9, 20{11 mostrano la stessa osa per le traiettorie di fase.

Per maggior hiarezza, ripetiamo in parole il signi�ato dell'invarianza per

traslazioni spaziali, onsiderando ad es. il aso della aduta dei gravi. Possiamo

usare il solito prinipio del tauino: se due �sii eseguono un esperimento di

aduta dei gravi, in due laboratori posti a diversa altezza, i loro appunti sono

indistinguibili. Si apise anhe he abbiamo dovuto trasurare la variazione

della forza di gravit�a on la quota: a stretto rigore i due esperimenti daranno

risultati leggermente diversi, il he vuol dire he l'invarianza �e solo approssima-

ta.
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