
36. Dinamia dei orpi rigidi

Un ampo di appliazione importante e lassio dei onetti sviluppati nel

Cap. 33 �e la dinamia dei orpi rigidi. La disussione he segue far�a uso, ovvia-

mente, oltre he dei onetti della dinamia dei sistemi, anhe della inematia

dei moti rigidi, he abbiamo trattata nel Cap. 14. Faremo quindi ontinuo rife-

rimento a de�nizioni ed equazioni presentate in quel apitolo.

Un orpo rigido �e il aso tipio in ui la struttura a punti materiali �e ir-

rilevante, e viene omodamente rimpiazzata dallo shema del sistema ontinuo.

Peri�o nel seguito faremo uso dell'uno o dell'altro shema a seonda della on-

venienza, e riporteremo le formule fondamentali in entrambi gli shemi.

Le ragioni dell'importanza dei orpi rigidi sono molteplii:

{ oggetti shematizzabili ome orpi rigidi trovano frequente impiego nella

tenia (mahine, strumenti)

{ i orpi rigidi sono una shematizzazione adeguata, in erti asi, anhe di

sistemi mirosopii (atomi, moleole)

{ sono i soli sistemi per i quali siano suÆienti le equazioni ardinali.

Corpi rigidi ed equazioni ardinali

Spieghiamo l'ultimo punto. Sappiamo (Cap. 14) he un orpo rigido ha 6

gradi di libert�a, e le equazioni ardinali | sritte in termini di omponenti |

sono appunto 6. Sono dunque suÆienti a determinare il moto del sistema (date

le ondizioni iniziali, naturalmente). Ci�o non sarebbe vero per un sistema di

genere diverso, on un numero maggiore di gradi di libert�a.

A dire il vero esiste un altro aso di sistema on 6 gradi di libert�a: quello

ostituito da due punti materiali. Tuttavia per questo sistema le equazioni ar-

dinali non sono suÆienti, in quanto non diono abbastanza sul moto relativo dei

due punti . Che i�o sia vero, lo si apise osservando he il moto relativo dipen-

der�a ertamente dalle forze interne, he nelle equazioni ardinali non ompaiono:

quindi queste non potranno distinguere il moto dovuto a una forza elastia da

quello kepleriano, tanto per fare esempi gi�a noti.

Nota: Ci�o implia he per un sistema di due punti materiali le equazioni ardi-

nali non sono indipendenti: lasiamo ome problema di trovare la relazione he

esiste.

Lavoro delle forze interne

Un'altra propriet�a utile dei orpi rigidi �e he le forze interne non fanno

lavoro. Per vederlo, basta riordare la (14{1):
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Dunque possiamo dimentiare le forze interne non soltanto nelle equazioni

ardinali, e quindi nel bilanio della quantit�a di moto e del momento angolare,

ma anhe in quello dell'energia.

Il moto nel riferimento del barientro: il momento angolare

Un'ultima propriet�a importante �e la seguente: l'atto di moto nel riferimen-

to del entro di massa �e sempre rotatorio. Ci�o dipende dal fatto he in quel

riferimento esiste banalmente un punto �sso, he �e G. Comineremo peri�o il

nostro studio nel riferimento K

0

, e solo in seguito passeremo al moto rigido pi�u

generale.

Mantenendo le notazioni del Cap. 33, abbiamo dunque
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Una prima onseguenza della (36{1) �e he

~

S dipende linearmente dalla veloit�a

angolare, ma non dobbiamo aspettari in generale he sia ad essa parallelo.

Possiamo renderi onto di i�o su di un esempio semplie:

Esempio 1: Un telaio rettangolare, di massa trasurabile, porta due masse uguali

agli estremi di una diagonale, e ruota attorno a un asse �sso he passa per i punti

medi di due lati opposti (�g. 36{1). Con le notazioni in �gura, le veloit�a dei

due punti hanno lo stesso modulo !a, e hanno versi opposti; il vettore

~

S �e la

somma di due ontributi uguali delle due masse, �e diretto ome in �gura, e ha

modulo 2m!a.

Si vede in primo luogo he

~

S non �e parallelo a ~!, e in seondo luogo he sta

sempre nel piano del rettangolo. Dunque la sua direzione non �e ostante, ossia

~

S

non �e ostante, anhe se la rotazione �e uniforme!

Esempio 2: Un'appliazione pratia di questo fatto �e la neessit�a della osiddet-

ta \equilibratura dinamia" delle ruote delle automobili. Se G sta sull'asse di

rotazione, la quantit�a di moto della ruota �e nulla, e quindi non oorre una ri-

sultante delle forze esterne. Per�o se si presenta la situazione desritta nell'Es. 1,
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a ausa di una distribuzione asimmetria delle masse, la ruota rihiede forze

esterne, he possono provenire soltanto dall'asse ui �e vinolata. Per reazione

l'asse �e soggetto a forze he lo mettono in vibrazione. Se si tratta delle ruote

anteriori la vibrazione si trasmette al volante, e il guidatore se ne aorge; ma in

ogni aso l'asse della ruota �e solleitato in modo anomalo e i usinetti vengono

danneggiati.

Il momento d'inerzia

Anhe se

~

S non �e parallelo a ~!, �e utile onosere la sua omponente seondo

l'asse di rotazione. Detto ~u il versore di ~! abbiamo:
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La �g. 36{2 mostra he l'espressione in parentesi quadre �e il quadrato della

distanza del punto i dalla retta a, he indiheremo on Æ
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Questo si hiama il momento d'inerzia del sistema rispetto alla retta a. Abbiamo

gi�a inontrato la (36{2) nel Cap. 34.

Riprendiamo la (36{1), per studiarla brevemente dal punto di vista mate-

matio. Abbiamo gi�a osservato he si tratta di una relazione lineare: si trat-

ta dunque di un omomor�smo ~! 7!

~

S(~!) dallo spazio vettoriale delle veloit�a

angolari in quello dei momenti angolari. Pi�u esattamente, �e un omomor�smo

simmetrio: infatti si vede subito he per due qualsiasi ~!
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In una base ortonormale questo omomor�smo �e rappresentato da una matrie

simmetria, he �e anhe de�nita positiva. Infatti
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he si annulla solo se ~! = 0 (on un'eezione: quale?)

La matrie (e anhe l'omomor�smo) prendono il nome di \tensore d'inerzia."

�

E noto he una tale matrie ha sempre una base (ortonormale) di autovettori, il

he vuol dire he esistono sempre (almeno) tre rette per G tali he se ~! ha quella

direzione, la stessa osa aade per

~

S : si hiamano gli assi prinipali d'inerzia

del sistema, e i orrispondenti autovalori sono i momenti prinipali d'inerzia.
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La parola \almeno" tra parentesi sta a riordare he gli assi prinipali d'i-

nerzia possono anhe essere pi�u di tre: i�o aade se due o pi�u autovalori oin-

idono. Questo apita ad es. quando il sistema possiede un asse di simmetria:

allora quella retta �e asse prinipale d'inerzia, e lo sono anhe tutte le rette ad

essa perpendiolari. Tuttavia la oinidenza dei momenti prinipali d'inerzia

si pu�o presentare anhe in altri asi: itiamo quello di un ubo omogeneo, nel

quale i momenti d'inerzia sono tutti uguali, sih�e tutte le rette per G sono assi

prinipali (e on lo stesso momento d'inerzia).

L'energia inetia

Il alolo dell'energia inetia si fa in maniera simile: vediamolo nella rap-

presentazione ontinua:
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Esempio 3: Supponiamo di aver a he fare on un sistema isolato, he si muova

in un primo tempo ome un orpo rigido, ruotando attorno a un asse prinipale

d'inerzia (barientrio); poi attraversi una fase di deformazione, al termine della

quale �e di nuovo un orpo rigido, ma on momento d'inerzia diverso. Dato he

non i sono forze esterne,

~

S si onserva; se distinguiamo on due indii le fasi

iniziale e �nale del moto, avremo:
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. L'esempio lassio

�e la pattinatrie sul ghiaio, he inizia una piroetta on le braia distese, e

poi le serra al petto, aumentando os�� la sua veloit�a angolare. Un esempio pi�u

\�sio" �e quello di una supernova il ui nuleo ollassa in una stella di neutroni:

faiamo una stima (in termini di ordini di grandezza) di quello he aade.

A parit�a di massa, e supponendo he la stella sia una sfera omogenea tanto

prima quanto dopo il ollasso, il suo momento d'inerzia �e proporzionale al qua-

drato del raggio, il quale si ridue da � 3 � 10

4

km a � 30 km: un fattore 10

3
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(valore tipio per una stella he segue questo perorso evolutivo) quello �nale

�e 0:1 s: proprio l'ordine di grandezza dei periodi delle \pulsar," he sono l'aspetto

osservativo delle stelle di neutroni.

Problema: Tanto nel aso della pattinatrie, quanto in quello della pulsar, l'e-

nergia inetia aumenta dopo la ontrazione: da dove viene questa energia?

Il teorema di Huygens

Lo studio del moto nel riferimento K non porta niente di nuovo, se teniamo

presenti le deomposizioni di

~

L e di T he abbiamo dato nel Cap. 33. Se per�o il

moto in K �e rotatorio, attorno a un asse he non passa per G, onviene proedere

diversamente. Selto per O un punto dell'asse di rotazione, avremo
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e poi

L
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~

L � ~u = I!;

dove I ha anora la de�nizione (36{2), ma naturalmente la retta a �e l'asse di

rotazione (he non passa per G): quindi I 6= I

0

. Anhe per l'energia inetia si

ha anora:
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Possiamo sfruttare le (36{3), (36{5) per riavare una relazione fra i due

momenti d'inerzia: quello rispetto all'asse a (non barientrio) e quello rispetto

alla retta a

0

, passante per G e parallela ad a. Ci serviremo del teorema di K�onig:

il moto di G �e irolare, on raggio he diremo Æ

G

, per ui v

G
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e onfrontando on la (36{5)
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Questo �e il teorema di Huygens. L'utilit�a pratia del teorema �e evidente: se si

onosono i momenti d'inerzia barientrii, tutti gli altri si alolano immedia-

tamente.
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Nota storia: Christiaan Huygens �e forse il pi�u grande �sio della generazione

fra Galileo e Newton; �e uno dei preursori di Newton nella fondazione della me-

ania. Arriv�o a questo teorema nelle sue rierhe sul pendolo omposto, mirate

a realizzare un pendolo il ui periodo fosse realmente indipendente dall'ampiez-

za, e pubbliate nell'Horologium Osillatorium. A lui si deve anhe la teoria

ondulatoria della lue.

Il lavoro delle forze esterne

Dato he per un orpo rigido le forze interne non fanno lavoro, �e importante

erare, se esiste, un'espressione generale per il lavoro delle forze esterne. Ci

arriveremo tenendo onto della (14{3)
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he applihiamo prendendo per Q il entro di massa:
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Si vede he il lavoro delle forze esterne onsiste di due termini: il primo he

oinide ol lavoro he farebbe la risultante se fosse appliata direttamente in G,

e il seondo dato dal prodotto salare fra

~

M

0

(momento risultante rispetto a G)

e ~! dt, he misura in grandezza e direzione la rotazione he il sistema ompie nel

tempo dt. Dunque anhe agli e�etti del lavoro, delle forze esterne ontano solo

risultante e momento.

Osservazione �nale

Tutto quello he abbiamo detto in questo apitolo a proposito del momen-

to d'inerzia e della sua relazione ol momento angolare e oll'energia inetia

non vale solo per i orpi rigidi, ma per ogni aso in ui l'atto di moto sia ro-

tatorio. Naturalmente se il orpo non �e rigido il momento d'inerzia non �e pi�u

una aratteristia invariabile del orpo, ome la massa, e i�o ne ridue di molto

l'utilit�a.
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37. Un lemma matematio e varie appliazioni

Non sar�a sfuggita una erta analogia fra diversi risultati della dinamia dei

sistemi: teorema di Huygens, teorema di K�onig, deomposizione del momento

angolare. Vogliamo ora mostrare he la relazione �e qualosa di pi�u di un'analo-

gia, in quanto da un punto di vista matematio si tratta in realt�a della stessa

osa.

Il lemma

Comineremo enuniando un

Lemma: Siano x, y due funzioni a valori reali de�nite in un insieme A 2 R

3

, e

� una misura su A, on �(A) = 1. Poniamo
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Dim.: Infatti

Z

A

xy d� =

Z

A

(�x+ �) (�y + �) d� = �x�y + �x

Z

A

� d�+ �y

Z

A

� d�+

Z

A

�� d�:

Ma

Z

A

� d� =

Z

A

� d� = 0:

Corollario:

Z

A

x

2

d� = �x

2

+

Z

A

�

2

d�:

Appliazioni

Si hanno appliazioni in probabilit�a e in meania:

Variabili asuali: Sia X una variabile asuale, � la sua misura di probabilit�a:
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Dunque, usando il orollario:

E(X

2

) = [E(X)℄

2

+ Var (X):

Il teorema di Huygens: Sia m una misura di massa, I il momento d'inerzia

rispetto a una retta (he prendiamo ome asse z), I

0
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Il teorema di K�onig : Usando _x = _x
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Momento angolare: Consideriamo ad es. L

z

:
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Dal lemma, on _y al posto di y:
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Calolando allo stesso modo gli altri termini si vede he
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37{2



38. Esempi di dinamia di orpi rigidi

In questo apitolo presenteremo aluni esempi signi�ativi, he i onsen-

tiranno di approfondire e ompletare quanto abbiamo visto sulla dinamia dei

orpi rigidi.

Palla he rotola

Il primo esempio �e il moto di puro rotolamento di una palla, he disute-

remo dapprima su di un piano orizzontale e poi inlinato. Supporremo he il

piano su ui la palla si muove sia fermo in un riferimento inerziale K, e he la

palla sia simmetria, in modo he il suo entro di massa G oinida ol entro

geometrio. Trattare la palla e il piano ome orpi rigidi signi�a tra l'altro tra-

surare le deformazioni nella regione di ontatto, he quindi si pu�o ridurre a un

punto A. Vedremo he rimane per�o un problema deliato riguardo alle reazioni

vinolari.

Per puro rotolamento s'intende un moto in ui il punto di ontatto A fra

la palla e il piano �e fermo: dunque l'asse istantaneo di rotazione passa per quel

punto. Per sempliit�a supporremo inoltre he esso mantenga sempre la stessa

direzione orizzontale, il he �e quanto dire he il moto �e piano: tutti i punti della

palla hanno veloit�a parallela a un piano vertiale �sso, he prenderemo ome

piano (x; y) (asse x parallelo al piano, nel verso in ui la palla avanza, asse y

perpendiolare al piano, orientato verso l'alto: �g. 38{1).

Sulla palla agisono soltanto le seguenti forze esterne:

{ il peso, he ome sappiamo equivale, a tutti gli e�etti, a un'unia forzaM~g,

appliata al entro di massa della palla

{ un insieme di reazioni vinolari, appliate nel punto di ontatto.

Se indihiamo on

~

R

v

la risultante delle reazioni vinolari, il teorema del bari-

entro i die:

M~a

G

=M~g +

~

R

v

;

he possiamo proiettare sugli assi x e y:

Ma

x

= Mg sin�+R

vx

0 = �Mg os�+R

vy

(38{1)

dove abbiamo indiato on � l'inlinazione del piano. La seonda equazione

disende dal fatto he a

y

= 0 �nh�e la palla resta in ontatto ol piano.

Piano orizzontale: Se � = 0 la prima delle (38{1) i die una osa ovvia: il entro

di massa della palla si muover�a di moto uniforme, a meno he la risultante delle

reazioni vinolari non abbia una omponente parallela al piano. Ma vediamo

he osa risulta dalla seonda equazione ardinale (della quale basta onsiderare

la omponente z). Prendiamo ome polo il punto A:

_

L

z

= 0;
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perh�e tanto le reazioni vinolari, he sono appliate in A, quanto il peso, he �e

appliato in G, hanno momento nullo rispetto ad A.

Dunque L

z

�e ostante, ossia �e ostante la veloit�a angolare (he �e diretta

lungo z). Allora ome si spiega he nella realt�a la palla rallenta?

�

E hiaro he

qualuna delle shematizzazioni fatte �e troppo semplie: la olpevole �e l'ipotesi

he le reazioni vinolari siano appliate in A. Eppure i�o �e inevitabile se A �e

davvero l'unio punto di ontatto: dobbiamo dunque rinuniare all'ipotesi he i

orpi siano rigidi.

Supponiamo ad es. he la palla non sia esattamente rigida: la regione di

ontatto sar�a un dishetto (�g. 38{2) e le reazioni vinolari saranno distribuite

in tutta questa regione. Allora non �e pi�u erto he il loro momento rispetto

ad A si annulli. Poih�e

~

M

v

�e la sola osa he onta, possiamo salvare lo shema

dei orpi rigidi dimentiando l'estensione del ontatto e aggiungendo al modello

l'ipotesi

~

M

v

6= 0. Quando i�o aade, si die he �e presente un attrito volven-

te.

Piano inlinato: Trasuriamo ora l'attrito volvente, ma supponiamo � > 0.

Allora la seonda delle (38{1) determina R

vy

:

R

vy

=Mg os�;

mentre R

vx

nella prima resta indeterminata, insieme ad a

x

. Oorre un'altra

equazione, he �e ovviamente la seonda equazione ardinale:

_

L

z

= �Mgr sin�:

Con i versi he abbiamo preso �e L

z

= �I!, e v

G

= !r; quindi

�

I

r

a

x

= �Mgr sin�:

Il teorema di Huygens i die he I (momento d'inerzia rispetto alla retta oriz-

zontale per A) vale Mr

2

+ I

0

=

7

5

Mr

2

(se la palla �e omogenea), e in�ne

a

x

=

5

7

g sin�:

Abbiamo os�� dimostrato i�o he avevamo antiipato nel Cap. 8: l'aelera-

zione di una palla omogenea he rotola lungo un piano inlinato non �e g sin�,

ma solo 5/7 di questa, qualunque sia il raggio. Se la palla non �e omogenea

l'aelerazione sar�a diversa, ma omunque sempre minore di g sin�.

Si vede anhe perh�e (uno dei possibili perh�e) questo aade, se si ragiona

nel riferimento del entro di massa. Se la palla aelera, la sua veloit�a angolare

aumenta, e quindi anhe S aumenta. Deve dunque esistere un momento delle

forze esterne rispetto a G, he non pu�o essere dovuto al peso, ma solo alla
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reazione vinolare, e pi�u esattamente alla omponente x. Guardando i versi, si

vede he oorre R

vx

< 0, e allora la prima delle (38{1) i die he l'aelerazione

sar�a per forza minore di g sin�. Ma una omponente della reazione vinolare

tangente al piano si hiama attrito: abbiamo os�� dimostrato he per avere puro

rotolamento lungo un piano inlinato �e neessario l'attrito.

Tuttavia questo attrito non ha e�etti dissipativi, perh�e il punto A �e fermo,

e peri�o la forza d'attrito non fa lavoro: la sua sola funzione �e d'impedire alla

palla di sivolare (attrito statio).

�

E istruttivo arrivare alla soluzione usando la onservazione dell'energia: que-

sto metodo ha il vantaggio di non far entrare in ballo le reazioni vinolari, in

quanto, ome abbiamo appena detto, il loro lavoro �e nullo. Potremo dunque dire

he �e ostante la somma dell'energia inetia e dell'energia potenziale delle altre

forze esterne, he si riduono alla sola gravit�a:

T + V

grav

= ost:

L'espressione di T �e immediata, trattandosi di moto rotatorio:

T =

1

2

I!

2

=

7

10

Mr

2

!

2

=

7

10

Mv

2

G

:

Quanto all'energia potenziale, segliamo ad es. lo zero nella posizione iniziale

della palla: allora

V

grav

= �Mgx sin�;

e il valore iniziale dell'energia totale �e nullo. Quindi:

7

10

Mv

2

G

�Mgx sin� = 0;

he onviene srivere

1

2

Mv

2

G

=

5

7

Mgx sin�:

Questa �e la stessa equazione he si otterrebbe nello sivolamento (senza

attrito) di un punto materiale, a parte il fattore 5/7: se ne onlude failmente

he l'aelerazione �e

5

7

g sin�.

Dal punto di vista energetio l'interpretazione del risultato �e la seguente: il

teorema di Galileo (la veloit�a di aduta di un orpo dipende solo dalla variazione

di quota) qui non vale, perh�e l'energia potenziale della gravit�a non �e spesa solo

nell'energia inetia di traslazione (moto del entro di massa) ma in parte anhe

in quella di rotazione. Quindi a parit�a di quota disesa un orpo he rotola

aquista una veloit�a di traslazione minore di uno he sivola.
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La preessione degli equinozi

Senza entrare in dettagli, possiamo apire, in base a quanto sappiamo, qua-

le sia la ausa dinamia della preessione degli equinozi. Tutti sanno he il

fenomeno astronomio (l'intervallo tra due equinozi �e minore del periodo di ri-

voluzione siderale della Terra) �e ausato dal fatto he l'orientamento dell'asse di

rotazione della Terra non �e �sso nello spazio, ma ruota intorno alla perpendio-

lare al piano orbitale (�g. 38{3), faendo un giro in ira 26 000 anni. Vogliamo

quindi vedere ome i�o si spieghi in base alle propriet�a del momento angola-

re.

�

E ragionevole trattare in questo problema la Terra ome un orpo rigido,

e supporre he abbia un asse di simmetria, he �e quindi asse prinipale d'iner-

zia. La veloit�a angolare della Terra non �e esattamente diretta lungo questo

asse, ma lo sostamento �e assai piolo, anhe se misurabile: per sempliit�a

supporremo he lo sia. Dunque il vettore

~

S �e on ottima approssimazione pa-

rallelo a ~!. Ne segue he non i sarebbe preessione se

~

S fosse ostante. Allo-

ra dobbiamo erare quali sono le forze esterne he fanno variare

~

S, ossia he

hanno

~

M

0

6= 0.

Gi�a sappiamo (v. Cap. 17) he nel riferimento solidale al entro T della Terra

(he possiamo supporre oinidente ol suo entro di massa) la forza di attrazione

del Sole non �e esattamente ompensata dalla forza apparente: dunque i sono

forze esterne, agenti su ogni partiella della Terra, e si tratta solo di vedere se il

loro momento risultante rispetto a T sia o no nullo. Questo aadrebbe di erto

se la Terra avesse simmetria sferia, ma sappiamo he i�o non �e. Se immaginiamo

di asportare dalla Terra una parte sferia tangente ai poli, rester�a essenzialmente

un anello di materia intorno all'equatore, sul quale agisono le forze di marea.

Anhe in questa ipotesi potremmo avere

~

M

0

= 0, se l'asse di simmetria fosse

perpendiolare alla retta TS (�g. 38{4).

Il guaio �e he l'asse terrestre �e inlinato, e di onseguenza la anellazione

per simmetria non si veri�a pi�u (�g. 38{5). Nella situazione mostrata in �gura,

~

M

0

�e diretto nel verso positivo dell'asse z. Ne segue he

~

S non resta ostante,

ma ambia direzione, he �e proprio l'e�etto osservato.

Va detto he qui i siamo oupati dell'e�etto del Sole perh�e (ome per le

maree) �e di spiegazione pi�u immediata; ma ome per le maree, anhe la Luna

onta, anzi il suo e�etto �e ira doppio. Non sar�a sfuggita la stretta onnessione

he esiste fra maree e preessione (entrambi i fenomeni dipendono dalle forze

residue nel riferimento solidale a T: le forze di marea).

Conludiamo riordando he anhe la spiegazione della preessione, oltre a

quella delle maree e dello shiaiamento terrestre, si trova nei Prinipia (per�o

Newton non usa il momento angolare, he �e stato inventato oltre un seolo dopo:

la prima idea �e dovuta a Laplae).
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Il sistema Terra{Luna

Vogliamo ora studiare un altro sistema, pi�u omplesso dei preedenti ma

anora relativamente semplie: il sistema Terra{Luna. Lo sopo �e quello di

vedere he previsioni si possono fare sulla sua evoluzione.

Almeno per ominiare faremo le seguenti shematizzazioni:

{ Il sistema �e isolato: in altre parole trasuriamo l'inuenza del Sole, he �e

tutt'altro he trasurabile se vogliamo prevedere on ragionevole preisione

il moto della Luna. Tuttavia l'approssimazione non ompromette i risultati

della disussione he faremo.

{ Terra e Luna sono orpi rigidi, a simmetria sferia, i ui momenti angolari

intrinsei sono perpendiolari al piano in ui avviene il moto relativo dei due

orpi. Questo non �e a�atto vero (il momento angolare della Terra �e inlinato

di almeno 20

Æ

) ma �e neessario per avere aloli abbastanza semplii.

{ La distanza Terra{Luna �e ostante. In realt�a varia ira di �5%, ma di i�o

non oorre tener onto per apire quello he 'interessa.

In queste ipotesi abbiamo a he fare on tre distinti momenti angolari:

{ quello di spin della Terra, he indiheremo on S

{ quello di spin della Luna, S

0

{ quello del moto relativo (detto anhe momento angolare orbitale) he hia-

meremo L.

�

E opportuno hiarire meglio questa lassi�azione dei momenti angolari.

Dato he il sistema nel suo insieme �e isolato, i onviene studiarlo nel riferimento

del entro di massa omplessivo (he �e inerziale). Dal teorema di deomposizione

del momento angolare sappiamo he per il moto della Terra potremo srivere

~

L

Terra

=

~

L

T

+

~

S

(abbiamo indiato on T il entro di massa della Terra) e per il moto della Luna

~

L

Luna

=

~

L

L

+

~

S

0

:

(L �e il entro di massa della Luna). Qui

~

L

T

e

~

L

L

sono i momenti angolari he i

due orpi avrebbero se fossero due punti materiali. D'altra parte sappiamo he

per un sistema di due punti materiali il momento angolare

~

L =

~

L

T

+

~

L

L

del

moto relativo al entro di massa omune si esprime os��:

~

L = �~r �

_

~r: (38{2)

Dunque �e vero he il momento angolare totale

~

L

Terra

+

~

L

Luna

, he hiameremo

~

J ,

si esprime ome somma di tre termini:

~

J =

~

L+

~

S +

~

S

0

;

on

~

L dato dalla (38{2), e L = �a

2


 (on ovvie notazioni).
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Date le ipotesi he abbiamo fatte, tutti questi vettori sono paralleli (e anhe

onordi): quindi non avremo bisogno di usare i vettori, ma i basteranno i

moduli.

Dati numerii

Dobbiamo ora introdurre una serie di dati numerii, he ome vedremo sono

essenziali per inquadrare orrettamente il problema. Sono i seguenti:

Massa della Terra: M

T

= 5:98 � 10

24

kg

Momento d'inerzia della Terra: I = 8:04 � 10

37

kgm

2

Veloit�a angolare della Terra: ! = 7:29 � 10

�5

rad=s

Massa della Luna: M

L

= 7:35 � 10

22

kg

Veloit�a angolare del moto relativo: 
 = 2:66 � 10

�6

rad=s

Distanza Terra{Luna: a = 3:84 � 10

8

m:

Non abbiamo fornito il momento d'inerzia della Luna, perh�e non ha im-

portanza il valore esatto: basta onsiderare he esso �e molto pi�u piolo di quello

della Terra. Infatti il raggio della Luna �e ira 1/4 di quello della Terra, e la

massa ira 1/80: ne segue un rapporto dei momenti d'inerzia di ira 1/1000.

Dato he la veloit�a angolare della Luna (quella di spin) �e 30 volte minore di

quella della Terra (infatti la Luna fa un giro su se stessa in un mese) ne segue

he S

0

� S, per un fattore 3 � 10

4

: siamo dunque autorizzati a trasurare del

tutto S

0

.

Caloliamo ora alune grandezze derivate, di ui dovremo serviri:

Massa ridotta: � = 7:26 � 10

22

kg

Costante di Gauss: k = 2:00 � 10

7

m

3=2

s

�1

Mom. ang. di spin della Terra: S = 5:86 � 10

33

kgm

2

=s

Mom. ang. orbitale: L = 2:87 � 10

34

kgm

2

=s

Energia inetia di spin della Terra: T = 2:14 � 10

29

J

Energia del moto orbitale: E = �3:86 � 10

28

J:

Citiamo in�ne alune relazioni, he sono servite per alolare i numeri qui sopra,

e i serviranno anora in seguito:

k =

p

G(M

T

+M

L

)

S = I!

L = �a

2





 = ka

�3=2

terza legge di Keplero

T =

1

2

I!

2

E = �k

2

�=2a (si veda la 31{4, on la massa ridotta).
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E�etto delle forze dissipative

A questo punto possiamo �nalmente a�rontare il problema �sio. Se le

ipotesi he abbiamo fatte fossero tutte valide, l'interazione gravitazionale fra

Terra e Luna non potrebbe ausare variazioni nei momenti angolari e peri�o

neanhe nelle energie: in tal aso il sistema resterebbe immutato nel tempo,

e non i sarebbe niente da dire. Sappiamo per�o he esistono le maree, il he

vuol dire he la Terra non �e veramente rigida: l'aqua oeania si sposta, e lo

stesso fanno anhe l'atmosfera e la rosta \solida." Il fatto importante �e he

le maree produono dissipazione di energia, perh�e tutte le parti della Terra in

movimento inontrano attriti: dobbiamo dunque aspettari he a ausa delle

maree l'energia meania del sistema Terra{Luna non si onservi, ma vada

deresendo nel tempo.

Eo allora il problema: quali e�etti ha la diminuzione di energia sul moto

del sistema? Come ambier�a la veloit�a angolare della Terra? e l'orbita della

Luna? A�ronteremo il problema al modo seguente:

{ ontinueremo a trattare la Terra ome un orpo rigido, perh�e l'e�etto delle

maree �e tutto riassunto nell'ipotesi he esistano forze dissipative

{ supporremo he il moto relativo resti irolare uniforme on ottima appros-

simazione, ma he possa lentamente variare la distanza.

Si noti he a di�erenza dell'energia, il momento angolare totale del sistema si

onserva rigorosamente: avremo dunque da un lato

J = L+ S = ost:;

e dall'altro

E

tot

= E + T = �

k

2

�

2a

+

1

2

I!

2

deresente: (38{3)

Per andare avanti, onviene esprimere E e T rispettivamente in termini

di L e di S. A questo sopo basta riordare he nel moto kepleriano irola-

re L = k�

p

a, e he S = I!: allora la (38{3) diventa

E

tot

= �

k

4

�

3

2L

2

+

S

2

2I

deresente: (38{4)

Imponiamo he E

tot

deve deresere, hiedendo he la sua derivata rispetto

al tempo sia negativa:

k

4

�

3

L

3

_

L+

S

I

_

S < 0:

Il primo termine �e 


_

L, e il seondo �e !

_

S. Inoltre

_

S = �

_

L, perh�e L + S �e

ostante. Si ottiene quindi

(
� !)

_

L < 0:
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Dunque L diminuise se 
 > !, aumenta se 
 < !; ovviamente per S aade

l'opposto.

Nella �g. 38{6 si vede il piano artesiano (L; S): la urva traiata divide

la regione di piano in ui 
 > ! (quella inferiore) dalla regione in ui vale la

disuguaglianza opposta. L'equazione della urva �e

S = k

4

�

3

I=L

3

: (38{5)

Le free indiano il vettore veloit�a w, di omponenti

_

L,

_

S: w �e sempre diretto

lungo le rette L + S = ost:, ma verso l'alto dove 
 > !, verso il basso nel

aso ontrario. Vediamo os�� he la urva onsiste di due arhi on propriet�a

opposte: l'aro traiato intero �e un attrattore, mentre quello tratteggiato �e un

repulsore. Si vede anhe he se le ondizioni iniziali orrispondono a un punto

nelle regioni A oppure B, il sistema evolver�a verso una situazione di equilibrio in

ui 
 = !, ossia in ui la Terra volge sempre la stessa faia alla Luna (ome gi�a

ora fa la Luna rispetto alla Terra); se invee si parte dalle regioni C oppure D

l'evoluzione terminer�a on L = 0, ossia a = 0: la Luna ade sulla Terra!

Poih�e nella realt�a abbiamo 
 < ! (regione A) la dissipazione di energia

dovuta alle maree rallenter�a la rotazione terrestre (S diminuise) e peri�o dovr�a

aumentare il momento angolare orbitale. Ne segue he la Luna si deve allon-

tanare dalla Terra. Fino a quando? La risposta si ha sostituendo la (38{5)

in L+ S = J :

L+

k

4

�

3

I

L

3

= J;

he �e un'equazione di quarto grado per L, on due radii reali ome si vede dalla

�gura. La risoluzione numeria fornise, per la radie he interessa:

L = 3:42 � 10

34

kgm

2

=s; S = 1:25 � 10

32

kgm

2

=s:

Il periodo omune del moto di rotazione della Terra e del moto orbitale risul-

ta 46:7 giorni e la distanza a = 5:55 � 10

8

m.

Un'ultima osservazione: non possiamo dire quanto tempo oorre per arri-

vare a questo equilibrio, se non abbiamo dati attendibili sull'entit�a della dissipa-

zione di energia, e soprattutto su ome tale dissipazione dipende dalle veloit�a

angolari. I dati attuali sono anora molto inerti.
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39. Dinamia degli urti

Un'appliazione importante della dinamia dei sistemi sono i osiddetti pro-

blemi d'urto. Si tratta di questo: abbiamo due sistemi (he potranno essere punti

materiali, orpi rigidi, o anhe oggetti pi�u omplessi). Indihiamoli on A e B.

Supponiamo he inizialmente (ossia prima di un erto istante t

1

) i due sistemi

siano molto lontani tra loro e peri�o non interagisano, io�e he le forze he uno

eserita sull'altro siano trasurabili: questa la hiameremo fase iniziale dell'urto.

Nell'intervallo (t

1

; t

2

) i due sistemi si avviinano e nasono delle forze signi�a-

tive, he ne modi�ano il moto; dopo l'istante t

2

l'interazione essa di nuovo,

e i sistemi si allontanano (fase �nale). Durante tutto il fenomeno supponiamo

inoltre he i due sistemi siano isolati dall'esterno.

Esempi

Vediamo aluni esempi di urti, selti in modo da rappresentare situazioni

molto diverse:

1: il pi�u lassio sono le palle da biliardo

2: un altro �e lo sontro tra due automobili

3: possiamo anhe pensare a un elettrone he olpise un atomo

4: una ometa ontro un pianeta

5: l'interazione fra due galassie

6: l'urto fra due elettroni, o altre partielle.

Si sar�a notato he nella variet�a di situazioni alune non orrispondono all'idea

intuitiva di urto. Ma soprattutto '�e una grande di�erenza nelle sale spazio-

temporali: questa era voluta, in quanto non si deve ridurre il onetto di urto a

quello he appare tale alla nostra sala.

Non �e neppure neessario he l'urto onsista in un \ontatto" fra i due si-

stemi: �e il aso dei due elettroni, he interagisono a distanza, attraverso la

forza elettrostatia, ma �e anhe quello di una ometa ontro il pianeta. Infat-

ti parleremo di urto anhe se la ometa non ade sul pianeta, ma si limita a

passargli viino, venendo deviata dalla sua attrazione. Vieversa l'urto fra due

galassie (a parte la durata, he pu�o essere migliaia o entinaia di migliaia di

anni) pu�o onsistere in una \ompenetrazione" dei due oggetti, da ui possono

usire profondamente modi�ati.

Urti elastii e anelastii

Un primo tentativo di lassi�azione distingue gli urti in queste due a-

tegorie, he per�o non �e faile de�nire in modo generale. Negli esempi dati, si

onsidera almeno approssimativamente elastio il primo, e possono esserlo il 3,

il 4 e il 6. Sono invee ertamente anelastii il 2 e il 5, e in erti asi tutti gli

altri.
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Detto in termini intuitivi, l'urto si hiama elastio se i sistemi dopo l'urto

sono rimasti inalterati; anelastio se si sono prodotte delle modi�azioni interne.

L'urto di due palle da biliardo �e ira elastio se le palle non si rompono; ma a

rigore non lo �e, perh�e l'urto provoa delle vibrazioni, he dissipano parte dell'e-

nergia del sistema. L'urto di due automobili o di due galassie �e anelastio perh�e

le automobili si deformano pi�u o meno gravemente; le galassie possono ambiare

struttura, dividersi in frammenti, e. Negli altri asi pu�o darsi he l'urto abbia

per e�etto solo una deviazione delle traiettorie, on sambi di quantit�a di moto

e di energia inetia fra i due orpi; ma pu�o aadere anhe altro.

Se la ometa ade sul pianeta sar�a distrutta dall'urto; l'elettrone he urta

un atomo pu�o portarlo in uno stato eitato o anhe ionizzarlo; dall'urto fra due

partielle possono esserne reate delle altre: : :

Una de�nizione pi�u aurata di urto elastio pu�o essere la seguente: non vi

�e trasferimento di energia dal moto dei entri di massa ai gradi di libert�a interni

dei due orpi. Non insisteremo tuttavia nel erare una de�nizione generale:

negli esempi he studieremo non i sar�a diÆile distinguere.

Uso dei prinipi di onservazione

Poih�e il sistema A+B �e isolato, si onserver�a ertamente la quantit�a di moto

totale e anhe il momento angolare totale. Nella fase iniziale queste grandezze

saranno sempliemente la somma di due parti, attinenti ai due sistemi:

~

P =

~

P

A

+

~

P

B

~

L =

~

L

A

+

~

L

B

:

Lo stesso si pu�o dire nella fase �nale:

~

P

0

=

~

P

0

A

+

~

P

0

B

~

L

0

=

~

L

0

A

+

~

L

0

B

:

Dato he

~

P e

~

L si onservano, avremo

~

P =

~

P

0

,

~

L =

~

L

0

, mentre i�o non aade

per le parti relative ai due sistemi A e B. Tuttavia potremo srivere

~

P

A

+

~

P

B

=

~

P

0

A

+

~

P

0

B

~

L

A

+

~

L

B

=

~

L

0

A

+

~

L

0

B

:

Che osa si pu�o dire dell'energia? Qui il disorso �e un po' pi�u omplesso:

se nell'interazione intervengono forze dissipative non possiamo aspettari he

l'energia si onservi; ma anhe se le forze sono onservative, �e sempre possibile

he una parte dell'energia iniziale venga sambiata on i gradi di libert�a interni

(si pensi al aso gi�a itato di un elettrone he per il solo e�etto della forza di

Coulomb pu�o eitare un atomo; o dell'urto a distanza fra due stelle dotate

di pianeti). In questo aso parleremo di urto anelastio. Peri�o solo se l'urto

�e elastio potremo assumere non gi�a la onservazione dell'energia totale (he
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sarebbe sempre garantita se le forze sono onservative) bens�� della somma delle

energie inetihe:

T

A

+ T

B

= T

0

A

+ T

0

B

:

Urti in una dimensione

Il pi�u semplie problema d'urto �e quello in ui due punti materiali sono

vinolati a muoversi su di una stessa retta. Se indihiamo on u le veloit�a

prima dell'urto, e on v quelle dopo, la onservazione della quantit�a di moto

rihiede

m

1

v

1

+m

2

v

2

= m

1

u

1

+m

2

u

2

(39{1)

(abbiamo selto un verso positivo sulla retta, e le u, v sono le veloit�a salari,

non i moduli). Se l'urto �e elastio abbiamo anhe

1

2

m

1

v

2

1

+

1

2

m

2

v

2

2

=

1

2

m

1

u

2

1

+

1

2

m

2

u

2

2

(39{2)

e dalle (39{1), (39{2) �e possibile ottenere le veloit�a �nali.

Sriviamole portando dalla stessa parte i termini on la stessa massa:

m

1

(v

1

� u

1

) = m

2

(u

2

� v

2

) (39{3)

m

1

(v

2

1

� u

2

1

) = m

2

(u

2

2

� v

2

2

): (39{4)

La (39{4) si pu�o srivere

m

1

(v

1

� u

1

)(v

1

+ u

1

) = m

2

(u

2

� v

2

)(u

2

+ v

2

)

e onfrontandola on la (39{3) si vede he due asi sono possibili:

a) v

1

= u

1

e v

2

= u

2

b) v

1

+ u

1

= v

2

+ u

2

:

Non deve stupire he esistano due soluzioni: i prinipi di onservazione val-

gono tanto prima quanto dopo l'urto, e peri�o �e naturale he debbano essere

soddisfatti da due selte delle veloit�a: la prima si riferise agli istanti pree-

denti all'urto, la seonda agli istanti suessivi. Naturalmente a noi interessa la

seonda. Riavando v

2

da b) e sostituendo nella (39{3) si arriva a un'equazione

per v

1

, he ha la soluzione

v

1

=

2m

2

u

2

� (m

2

�m

1

)u

1

m

1

+m

2

: (39{5)

Per ottenere v

2

non '�e bisogno di altri aloli: basta sfruttare la simmetria del

problema, sambiando gli indii:

v

2

=

2m

1

u

1

� (m

1

�m

2

)u

2

m

1

+m

2

: (39{6)
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Limitiamo la disussione delle (39{5), (39{6) a due asi partiolari:

{ Se m

1

= m

2

si trova v

1

= u

2

e v

2

= u

1

: dopo l'urto i due orpi si sambiano

le veloit�a.

{ Se m

1

� m

2

si ha invee v

1

= �u

1

+ 2u

2

: il orpo pi�u massiio non

viene disturbato, mentre quello leggero \rimbalza," ma on veloit�a diversa

(il motivo delle virgolette �e he non �e sempre vero he v

1

ha segno opposto

a u

1

: disutere i asi possibili).

Il riferimento del entro di massa

Sebbene il problema he abbiamo studiato sia semplie, le formule �nali

non sono omode da riordare, e sono poo espressive. Vedremo ora he tutto

diventa pi�u faile se si segue un'altra via.

Mettiamoi nel riferimento del entro di massa del sistema: allora la quan-

tit�a di moto totale �e nulla per de�nizione. Indiando on p le quantit�a di moto

prima dell'urto, on q quelle dopo, abbiamo (�g. 39{1)

p

0

1

+ p

0

2

= 0 = q

0

1

+ q

0

2

(39{7)

(gli apii riordano he siamo nel riferimento K

0

). Conviene esprimere anhe

l'energia inetia mediante la quantit�a di moto: T = p

2

=2m. Quindi per un urto

elastio

p

0

1

2

2m

1

+

p

0

2

2

2m

2

=

q

0

1

2

2m

1

+

q

0

2

2

2m

2

e usando la (39{7)

p

0

1

2

2�

=

q

0

1

2

2�

;

da ui

q

0

1

= �p

0

1

q

0

2

= �p

0

2

: (39{8)

Il doppio segno presente nelle (39{8) ha lo stesso signi�ato visto prima, e a

noi interessa la soluzione in ui le quantit�a di moto �nali sono diverse da quelle

iniziali (ossia opposte). Gi�a si vede ome le ose siano pi�u semplii in K

0

: dopo

l'urto iasun orpo inverte la sua quantit�a di moto (e peri�o anhe la veloit�a).

Dalle quantit�a di moto si passa immediatamente alle veloit�a, e da queste

si torna senza diÆolt�a nel riferimento K. Caloliamo anzitutto la veloit�a del

entro di massa in K:

u

G

= v

G

=

m

1

u

1

+m

2

u

2

m

1

+m

2

:
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(la veloit�a del entro di massa non ambia durante l'urto). Dopo di i�o abbiamo:

p

0

1

= m

1

u

0

1

= m

1

(u

1

� u

G

)

q

0

1

= �p

0

1

v

0

1

= q

0

1

=m

1

v

1

= v

0

1

+ v

G

:

Eseguendo i aloli si ritrova la (39{5).

Urto anelastio

Se l'urto non �e elastio viene a manare un'equazione, e non �e quindi possibi-

le dire niente sulle veloit�a �nali, a meno he non si abbiano altre informazioni. Il

aso pi�u semplie �e quello he di solito si hiama perfettamente anelastio, in ui

i due orpi dopo l'urto restano uniti: in tal aso la seonda equazione �e v

1

= v

2

,

e per di pi�u entrambe queste veloit�a oinidono on v

G

. Nel riferimento K

0

le

ose sono anora pi�u semplii: il entro di massa �e sempre fermo, e quindi tutte

le veloit�a dopo l'urto si annullano.

�

E istruttivo disutere in questo aso il bilanio dell'energia. Caloliamo nel

modo pi�u diretto l'energia inetia \perduta":

T

perd

= T

prima

� T

dopo

=

1

2

m

1

u

2

1

+

1

2

m

2

u

2

2

�

1

2

(m

1

+m

2

)u

2

G

= � � �

I puntini stanno a indiare un alolo poo interessante (ma he �e bene fare per

eserizio!) Esiste un modo pi�u \intelligente" di arrivare al risultato: usare il

teorema di K�onig.

Dato he dopo l'urto i due orpi si muovono insieme, la loro energia inetia

nel riferimento del entro di massa passa da un valore T

0

a zero, mentre l'energia

inetia del entro di massa non ambia. Quindi l'energia inetia perduta �e

proprio T

0

. Capito questo, non �e diÆile veri�are (ma lo sappiamo gi�a dal

problema dei due orpi) he

T

perd

=

1

2

� (u

1

� u

2

)

2

:

Questa disussione mostra he dal punto di vista della onservazione del-

l'energia l'urto perfettamente anelastio �e il aso peggiore: in generale l'energia

perduta sar�a ompresa fra zero (urto elastio) e quella alolata sopra.

Urti in pi�u dimensioni

Se togliamo il vinolo a muoversi su di una retta, pur oupandoi solo di

punti materiali, le ose si ompliano un po'; e soprattutto non �e pi�u possibile

determinare univoamente le veloit�a �nali. Vediamo perh�e.
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Anhe nel aso pi�u favorevole, quello di urto elastio, avremo un'equazione

vettoriale dalla onservazione della quantit�a di moto, e una salare dalla onser-

vazione dell'energia inetia: in totale 4 equazioni. Le inognite sono le veloit�a

�nali, he hanno 3 + 3 = 6 omponenti, e manano peri�o due equazioni. Per

apire la situazione disuteremo pi�u a fondo un aso partiolare, he per�o rap-

presenta bene quello he aade in generale: quello dell'urto elastio fra due

partielle di ugual massa, di ui una inizialmente ferma.

Le leggi di onservazione i diono:

~p

1

=~q

1

+~q

2

p

2

1

= q

2

1

+ q

2

2

:

(39{9)

Come si vede dalla �g. 39{2, ne segue he i due vettori ~q

1

e ~q

2

sono ortogonali

(legge dell'angolo retto). La dimostrazione formale �e la seguente: dalla prima

delle (39{9) si ha

p

2

1

= q

2

1

+ 2~q

1

�~q

2

+ q

2

2

e onfrontando on la seonda: ~q

1

�~q

2

= 0.

�

E interessante, per un motivo he vedremo, dimostrare per altra via la legge

dell'angolo retto. Passiamo anora una volta al riferimento del entro di massa:

in questo aso �e ovvio he ~v

G

=

1

2

~u

1

, per ui

~u

0

1

=

1

2

~u

1

; ~u

0

2

= �

1

2

~u

1

:

Dopo l'urto le veloit�a in K

0

saranno anora opposte, e avranno lo stesso modulo

di prima dell'urto (onservazione dell'energia inetia): ne segue la �g. 39{3, dove

restano indeterminati

a) il piano della �gura, del quale si sa solo he deve ontenere i vettori ~u

1

, ~v

G

,

~u

0

1

, ~u

0

2

(tutti paralleli)

b) l'angolo fra ~u

0

1

e ~v

0

1

.

Torniamo ora al riferimento K, sommando a ~v

0

1

e ~v

0

2

la ~v

G

: si ottiene

la �g. 39{4, e basta riordare he le diagonali di un rombo sono perpendio-

lari per riavare la legge dell'angolo retto.

Qual �e l'interesse di questa dimostrazione? Vediamo quali leggi �sihe ab-

biamo usato:

{ La onservazione della quantit�a di moto, he nel riferimento del entro di

massa, per partielle di uguali masse, rihiede he le veloit�a siano opposte.

{ La onservazione dell'energia inetia, he i ha portato a dire he i moduli

delle veloit�a non ambiano. A questo sopo non oorre neppure onosere

in he modo l'energia inetia dipende dalla veloit�a: basta sapere he a

parit�a di massa pu�o dipendere solo dal modulo della veloit�a.

{ La legge galileiana di trasformazione della veloit�a.
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Il fatto interessante �e he esistono prove sperimentali dirette he per partiel-

le on veloit�a suÆientemente alte la legge dell'angolo retto non �e veri�ata

(Champion, 1932): l'angolo in �g. 39{2 risulta auto. Dunque qualuna delle

ipotesi fatte non pu�o essere pi�u vera ad alte veloit�a; e per quanto poo intui-

tivo, la sola he pu�o essere messa in disussione �e la legge di Galileo.

�

E quasi

inutile dire he la meania relativistia risulta perfettamente in aordo on i

fatti sperimentali.

Ruolo del momento angolare

In tutti i ragionamenti he abbiamo fatto �n qui non �e mai entrato il mo-

mento angolare. Ci si pu�o hiedere se non abbiamo sbagliato a trasurarlo, visto

he i fornise un'altra legge di onservazione vettoriale. La risposta non �e sem-

plie in generale, ma possiamo almeno onsiderare qualhe aso partiolare, per

apire he osa si pu�o ottenere di pi�u tenendone onto.

Il momento angolare sarebbe ertamente importante se avessimo a he fare

on orpi non shematizzabili in punti materiali: l'esempio pi�u omune sono

proprio le palle da biliardo.

�

E infatti ben noto he l'andamento dell'urto �e

fortemente inuenzato dal fatto he la palla venga olpita dalla stea in un punto

o in un altro: i�o ha per e�etto di imprimere alla palla un moto di rotazione

(\e�etto") he pu�o essere molto diverso dal puro rotolamento; ossia momenti

angolari diversi in grandezza e direzione. Tuttavia lo studio di questo tipo di

urti �e ompliato, e non vogliamo approfondirlo.

Limitiamoi dunque a due punti materiali, e studiamo l'urto fra masse ugua-

li, nel riferimento del entro di massa. In preedenza i siamo oupati solo delle

veloit�a, ma non abbiamo detto niente delle traiettorie. Una ragione �e he non si

possono fare a�ermazioni preise senza onosere l'esatto andamento delle forze,

osa he non �e nello spirito dell'approio he abbiamo dato agli urti. Per�o �e

erto he nel nostro aso, essendo le veloit�a prima dell'urto fra loro opposte, le

traiettorie nella fase iniziale saranno rette parallele. Quello he non �e detto in

generale �e he si tratti della stessa retta (�g. 39{5): la distanza fra le due rette

(indiata on b nella �gura) si hiama parametro d'urto.

�

E ora faile vedere il ruolo del momento angolare: se lo aloliamo rispetto

a G, il momento angolare totale del sistema �e mbu

0

, avendo soppresso indii

inutili e limitandosi alla omponente normale al piano della �gura, he �e l'unia

non nulla. La onservazione i die he lo stesso valore si avr�a dopo l'urto. Anhe

nella fase �nale le traiettorie saranno rettilinee e parallele, e peri�o avremo

b u

0

= b

f

v

0

:

Se l'urto �e elastio dovr�a essere b

f

= b, essendo v

0

= u

0

; altrimenti non si pu�o

dire niente.

Vediamo dunque he l'uso del momento angolare i fornise una nuova infor-

mazione, ma rihiede anhe d'introdurre un nuovo parametro; non aiuta invee

ad essere pi�u preisi per quanto riguarda la direzione delle veloit�a.
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