
58. Complementi di relativit�a { I

In questo apitolo e nel suessivo tratteremo aluni omplementi di rela-

tivit�a. Per le notazioni, e per aluni presupposti di base, faremo riferimento

a Rel.

Le oordinate di un evento

Dati due riferimenti inerziali, K e K

0

, he supporremo ugualmente orientati,

possiamo segliere in entrambi oordinate artesiane in modo tale he la veloit�a

relativa sia diretta seondo gli assi x, e per di pi�u �ssare le origini O e O

0

os�� he

oinidano all'istante t = 0. In queste ondizioni sappiamo he nella meania

newtoniana valgono le trasformazioni di Galileo:

x = x

0

+ vt

0

y = y

0

z = z

0

t = t

0

(58{1)

dove l'ultima relazione esprime il fatto he il tempo �e assoluto, e quindi indipen-

dente dal riferimento.

Preisiamo il signi�ato delle (58{1): se un punto materiale all'istante t

oupa la posizione ontraddistinta in K dalle oordinate (x; y; z), allora lo stes-

so punto allo stesso istante oupa in K

0

la posizione data dalle oordinate

(x

0

; y

0

; z

0

) legate alle preedenti dalle (58{1) (naturalmente si pu�o anhe invertire

il ruolo di K e K

0

nel disorso).

Quando passiamo alla meania relativistia, sappiamo he le (58{1) non

possono valere, perh�e il tempo non pu�o essere lo stesso nei due riferimenti.

Dobbiamo dunque aspettari delle relazioni diverse, dalle quali risulti in gene-

rale t 6= t

0

. Nase allora il problema di ome rionosere he nei due riferimenti

\stiamo parlando della stessa osa," perh�e altrimenti non sapremmo he sen-

so dare al problema di una trasformazione di oordinate. La risposta sta nel

onetto di evento:

Evento �e un fenomeno �sio obbiettivo, e quindi osservabile e misura-

bile in qualsiasi riferimento, suÆientemente loalizzato nello spazio e

nel tempo perh�e sia possibile | per i nostri sopi | aratterizzarlo

on un singolo punto dello spazio e on un singolo istante di tempo.

Per questi motivi talvolta si usa il termine \punto-istante" per indiare un even-

to. A seonda del problema, nella lasse degli eventi potranno entrare le ose pi�u

disparate: il deadimento di una partiella, la partenza di un aereo, l'esplosione

di una supernova, l'arrivo di un treno di onde gravitazionali in un rivelatore,

e. Resta il fatto he per noi un evento �e ompletamente individuato dalle sue

oordinate. Aquista allora senso il problema: trovare he relazione esiste tra
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le oordinate di uno stesso evento nei due riferimenti K e K

0

. La risposta della

meania newtoniana �e data dalle (58{1): quella relativistia dobbiamo anora

trovarla.

Diagrammi spazio-tempo

Com'�e spiegato in Rel, la rappresentazione tradizionale dei diagrammi spa-

zio-tempo in relativit�a si fa portando la oordinata spaziale in asissa, e il tem-

po in ordinata. Anzi onviene riportare in ordinata t, ovvero usare unit�a in

ui  = 1, o anora segliere le unit�a sugli assi in modo he la lunghezza di un

seondo sull'asse dei tempi sia uguale a quella di un seondo-lue sull'asse delle x

(tutte onvenzioni equivalenti).

Comunque si veda la osa, il fatto importante �e he in questo modo la linea

oraria di un segnale luminoso �e sempre una retta a 45

Æ

(in senso asenden-

te, se la lue si propaga verso destra, disendente se si propaga verso sinistra:

�g. 58{1).

Le trasformazioni di Lorentz

Vi sono innumerevoli modi di risolvere il nostro problema, he di�erisono

anzitutto nelle ipotesi di partenza. Noi faremo uso dei seguenti fatti (disussi

in Rel):

{ la veloit�a della lue �e la stessa in K e in K

0

{ per due qualsiasi eventi he avvengono sull'asse x, l'espressione �t

2

��x

2

=

2

�e invariante (assume lo stesso valore nei due riferimenti).

Per de�nire la trasformazione delle oordinate, oorre anora una prei-

sazione, riguardante il tempo t

0

. Abbiamo gi�a selto l'origine di t all'istante in

ui O e O

0

oinidono: faremo lo stesso per t

0

. Ci�o �e quanto dire he l'evento Q,

onsistente nella oinidenza dei due punti O e O

0

, ha tutte le oordinate nulle,

in entrambi i riferimenti.

Baseremo il ragionamento su di un esperimento ideale, he non �e altro he

una diversa versione dell'orologio a lue disusso in Rel. Nel punto O

0

di K

0

esiste una sorgente, he a un dato istante emette un lampo di lue, diretto nel

verso positivo dell'asse x

0

(evento A). In un punto dell'asse x

0

, he non oorre

spei�are, si trova uno spehio, he viene raggiunto dal lampo (evento B) e lo

riette. Il lampo torna in O

0

, dove viene rivelato (evento C).

Studieremo questo esperimento da entrambi i riferimenti, allo sopo di so-

prire le relazioni he esistono fra le oordinate dei diversi eventi. Cominiamo

on K

0

: le oordinate degli eventi sono (�g. 58{2):

A (0; t

0

A

); B (x

0

B

; t

0

B

); C (0; t

0

C

):

La veloit�a della lue �e nota, per ui abbiamo

t

0

A

= t

0

B

� x

0

B

=; t

0

C

= t

0

B

+ x

0

B

=: (58{2)
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Passiamo al riferimento K (�g. 58{3). Qui avremo

A (x

A

; t

A

); B (x

B

; t

B

); C (x

C

; t

C

)

e dalla propagazione della lue

x

B

� x

A

=  (t

B

� t

A

); x

C

� x

B

= � (t

C

� t

B

): (58{3)

Inoltre x

A

= vt

A

e x

C

= vt

C

, perh�e gli eventi A e C avvengono nel punto O

0

di K

0

, he rispetto a K ha la legge oraria x = vt: inserendo queste nelle (58{3)

si trovano due relazioni he i saranno utili:

t

B

� x

B

= (� v) t

A

t

B

+ x

B

= (+ v) t

C

:

(58{4)

Non abbiamo usato �nora l'invarianza del tempo proprio: appliandola fra

l'evento Q e l'evento A si trova

t

2

A

� x

2

A

=

2

= t

0

A

2

e tenendo presente he x

A

= vt

A

si ottiene

t

A

= t

0

A

�

 = 1=

p

1� v

2

=

2

�

e analogamente

t

C

= t

0

C

:

Sostituendo nelle (58{4) troviamo

t

B

� x

B

=  (� v) t

0

A

t

B

+ x

B

=  (+ v) t

0

C

e da queste

x

B

=

1

2

 [(+ v) t

0

C

� (� v) t

0

A

℄

t

B

=



2

[(+ v) t

0

C

+ (� v) t

0

A

℄ :

In�ne usando le (58{2) e sempli�ando:

x

B

=  (x

0

B

+ vt

0

B

)

t

B

= 

�

t

0

B

+

v



2

x

0

B

�

:

Abbiamo ottenuto due relazioni fra le oordinate di uno stesso evento B nei

due riferimenti. Ma l'evento B �e qualunque, per ui le relazioni hanno validit�a
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generale: possiamo quindi sriverle senza spei�are l'indie

B

, e riordando per

ompletezza anhe le altre due oordinate, he restano invariate:

x =  (x

0

+ vt

0

)

y = y

0

z = z

0

t = 

�

t

0

+

v



2

x

0

�

:

(58{5)

Le (58{5) sono le famose trasformazioni di Lorentz, he risolvono il nostro pro-

blema.

Possiamo hiederi ome siano fatte le trasformazioni inverse, he danno le

oordinate di K

0

in funzione di quelle di K. Ci si pu�o arrivare risolvendo le (58{5)

rispetto a x

0

, t

0

, ma '�e un modo molto pi�u semplie: i due riferimenti sono in

posizione simmetria, nel senso he se K

0

si muove rispetto a K on veloit�a v,

K si muove rispetto a K

0

on veloit�a �v. Quindi le formule inverse si ottengono

dalle (58{5) sempliemente ambiando segno a v:

x

0

=  (x� vt)

y

0

= y

z

0

= z

t

0

= 

�

t�

v



2

x

�

:

Invarianza delle oordinate trasversali

Nel ragionamento he preede abbiamo dato per sontato he le oordinate y

e z debbano restare invarianti nel passaggio dal riferimento K a K

0

, ma la osa

non �e a�atto ovvia: erhiamo quindi di giusti�arlo.

Osserviamo in primo luogo he il nostro esperimento ideale non ambia

se sorgente, spehio e rivelatore anzih�e trovarsi sull'asse x stanno su di una

retta ad esso parallela: per quanto riguarda le oordinate x e t tutto resta ome

prima. Il problema �e dunque uno solo: pur essendo vero he questa retta avr�a

equazioni y = ost:, z = ost: in entrambi i riferimenti, hi i autorizza ad

a�ermare he i valori di queste oordinate oinidano in K e in K

0

?

Si tratta in sostanza di dimostrare he le dimensioni di un oggetto in direzio-

ne trasversale rispetto al moto relativo dei due riferimenti non possono risultare

diverse se misurate in uno o nell'altro (problema n. 7 di Rel). Possiamo arrivari

pensando al seguente esperimento ideale.

Un autoarro deve attraversare una galleria molto stretta, e si pone il pro-

blema se possa entrari. Il riferimento K sia quello della strada, K

0

quello solidale

all'autoarro. Il fatto he le dimensioni della galleria siano o no suÆienti ha
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arattere obbiettivo, in quanto l'attraversamento senza danni (o il disastro he si

avrebbe in aso ontrario) sono rilevabili dagli strumenti di qualsiasi riferimento.

Ne segue he la ondizione geometria he assiura il passaggio non dipende dal

riferimento in ui si fanno le misure.

Indihiamo on l

a

la larghezza dell'autoarro, e on l

g

quella della galleria,

misurate da K; on l

0

a

e on l

0

g

le orrispondenti grandezze misurate da K

0

.

L'attraversamento verr�a giudiato possibile da K sse l

a

< l

g

; analogamente da K

0

sse l

0

a

< l

0

g

. Il fatto he la possibilit�a dell'attraversamento non pu�o dipendere dal

riferimento i assiura he

l

a

< l

g

, l

0

a

< l

0

g

;

e quindi anhe

l

a

= l

g

, l

0

a

= l

0

g

:

In parole: se due oggetti, uno dei quali �e fermo rispetto a K e l'altro �e fermo

rispetto a K

0

, hanno le stesse dimensioni trasversali misurate da K, le hanno

uguali anhe se misurati da K

0

.

Supponiamo ora he sia l

0

a

= l

g

(in entrambi i riferimenti i sono ampioni

di lunghezza, ostruiti sulla base delle de�nizioni del Cap. 3). Se aadesse

he l

a

< l

0

a

dovrebbe anhe essere l

0

g

< l

g

, perh�e i due riferimenti si trovano

in situazione simmetria; solo he la prima disuguaglianza implia l

a

< l

g

, ossia

he l'autoarro passa, mentre la seonda die l

0

g

< l

0

a

, ossia he non passa.

Abbiamo dunque dimostrato la tesi: le dimensioni trasversali sono inva-

rianti.

La \omposizione" delle veloit�a

Le (58{5) si riferisono a un aso partiolare, in quanto i due riferimenti

sono ugualmente orientati, e la veloit�a relativa �e stata presa lungo l'asse x.

Tuttavia i si pu�o sempre riondurre a questo aso on opportune rotazioni degli

assi, peri�o �e inutile ouparsi del aso pi�u generale.

�

E invee interessante riavare dalle trasformazioni di Lorentz alune onse-

guenze: la prima di ui i vogliamo oupare �e la \legge di omposizione relativi-

stia delle veloit�a," espressione impropria per intendere \legge di trasformazione

della veloit�a." Si tratta di rispondere alla domanda: in he relazione sono le

veloit�a di un dato punto materiale rispetto ai due riferimenti? Che osa si

sostituise alla formula

~v = ~v

0

+~v

rel

della �sia galileiana?
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Qui onviene lavorare sulle oordinate, perh�e, ome vedremo, la x si om-

porta in modo diverso da y e z. Di�erenziamo le (58{5):

v

x

dt =  (v

0

x

dt

0

+ v

rel

dt

0

)

v

y

dt = v

0

y

dt

0

v

z

dt = v

0

z

dt

0

dt = 

�

dt

0

+

v

rel



2

v

0

x

dt

0

�

(abbiamo tenuto onto he dx = v

x

dt e.; inoltre abbiamo sritto v

rel

per il

modulo della veloit�a relativa). Dividendo le prime tre per la quarta si arriva al

risultato erato:

v

x

=

v

0

x

+ v

rel

1 + v

rel

v

0

x

=

2

v

y

=

1



v

0

y

1 + v

rel

v

0

x

=

2

v

z

=

1



v

0

z

1 + v

rel

v

0

x

=

2

he �e forse pi�u utile srivere un po' diversamente:

v

x

=

v

0

x

+ v

rel

1 +~v

rel

�~v

0

=

2

v

y

=

1



v

0

y

1 +~v

rel

�~v

0

=

2

v

z

=

1



v

0

z

1 +~v

rel

�~v

0

=

2

:

La ontrazione delle lunghezze

�

E uno dei lassii aspetti paradossali della relativit�a, noto anhe ol nome

di ontrazione di Lorentz : la lunghezza di uno stesso oggetto, misurata da due

diversi riferimenti, �e diversa. Pi�u esattamente, se il orpo �e fermo in K

0

, e l

0

�e

la sua lunghezza in questo riferimento, la lunghezza misurata in K �e

l = l

0

=:

La dimostrazione �e semplie, a ondizione di aver ben hiaro he osa si

deve dimostrare. Siano A e B gli estremi del orpo, x

0

A

e x

0

B

le loro oordinate
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in K

0

(he sono ostanti). Nel riferimento K avremo

x

A

=  (x

0

A

+ vt

0

A

)

t

A

= 

�

t

0

A

+

v



2

x

0

A

�

x

B

=  (x

0

B

+ vt

0

B

)

t

B

= 

�

t

0

B

+

v



2

x

0

B

�

:

(58{6)

Queste valgono in generale, a tempi qualsiasi. Il punto entrale �e he quando noi

parliamo di lunghezza in K intendiamo he la misura sia fatta a un dato istante,

ossia 'interessano le x degli estremi allo stesso t (oordinata temporale in K).

Dalla seonda e dalla quarta, on t

A

= t

B

si ottiene

t

0

B

� t

0

A

= �

v



2

(x

0

B

� x

0

A

) = �

vl

0



2

: (58{7)

Sottraendo la prima dalla terza:

l = x

B

� x

A

= 

�

l

0

�

v

2

l

0



2

�

=

l

0



;

he �e quanto si doveva dimostrare.

L'aspetto he sembra paradossale �e l'apparente mananza di simmetria:

perh�e l < l

0

e non l

0

< l, visto he i due riferimenti sono equivalenti? Le risposte

sono due:

{ Intanto non �e vero he i due riferimenti siano equivalenti per questo proble-

ma, perh�e il orpo �e fermo rispetto a uno e non rispetto all'altro.

{ Inoltre la (58{7) mostra l'origine della dissimmetria: la misura a uno stesso

istante fatta in K non �e allo stesso istante rispetto a K

0

.

Quest'ultimo risultato ha un nome: relativit�a della simultaneit�a. Con i�o si vuol

dire he eventi simultanei in K non lo sono in K

0

(e vieversa, ovviamente).

Si noti he se nel ragionamento preedente faiamo t

0

A

= t

0

B

, sottraendo la

prima delle (58{6) dalla terza troviamo direttamente l = l

0

, ome deve essere:

infatti stiamo diendo he la misura �e fatta allo stesso istante in K

0

, ossia he

abbiamo sambiato i ruoli di K e di K

0

.

Rappresentazione gra�a delle trasformazioni di Lorentz

Le (58{5) (limitandosi alle sole x, t) hanno una semplie rappresentazione

gra�a ome trasformazione di oordinate nel piano (x; t). Dalle formule si vede

he si tratta di una trasformazione lineare, omogenea, ma non ortogonale. Ci�o

era prevedibile, visto he la grandezza invariante non �e la distanza eulidea ma

il tempo proprio (si veda la disussione in Rel).
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Ponendo nelle (58{5) x

0

= 0 si vede he l'asse t

0

ha l'equazione x = vt, il he

era ovvio (si tratta del diagramma orario del punto O

0

). Se invee si fa t

0

= 0

si ottiene l'equazione dell'asse x

0

, he �e t = vx=

2

. Possiamo srivere le due

equazioni ome segue:

x =

v



t; t =

v



x;

he mostrano ome le due rette siano simmetrihe rispetto alla bisettrie del

primo quadrante, ossia formino angoli uguali rispettivamente on l'asse t e on

l'asse x (�g. 58{4). Pi�u esattamente,

tg� =

v



:
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59. Complementi di relativit�a { II

Come abbiamo disusso la trasformazione della veloit�a nel passaggio da un

riferimento inerziale a un altro, os�� possiamo studiare la trasformazione di qual-

siasi altra grandezza �sia. A noi interessano ora quantit�a di moto ed energia.

Trasformazione dell'impulso e dell'energia

Partiamo dalle de�nizioni (Rel, apitoli 8 e 9):

~p = m

d~r

d�

; E = m

2

dt

d�

: (59{1)

Il signi�ato delle derivate nelle (59{1) �e il seguente: il moto di un punto mate-

riale �e rappresentato nello spazio-tempo da una urva, parametrizzata dal tempo

proprio � (invariante). In ogni punto della urva sono de�nite | in tutti i rife-

rimenti inerziali | le oordinate spazio-temporali x, y, z, t he saranno funzioni

di � .

Dunque aanto alle (59{1) avremo

~p

0

= m

d~r

0

d�

; E

0

= m

2

dt

0

d�

;

e la erata legge di trasformazione si otterr�a sempliemente sostituendo le (58{5)

nelle (59{1), e alolando le derivate (attenzione: v e  sono ostanti, perh�e si

riferisono al moto relativo dei due riferimenti, he �e uniforme):

p

x

= m

dx

d�

= m

d

d�

(x

0

+ vt

0

) = 

�

p

0

x

+

v



2

E

0

�

p

y

= m

dy

d�

= m

dy

0

d�

= p

0

y

p

z

= m

dz

d�

= m

dz

0

d�

= p

0

z

E = m

2

dt

d�

= m

2



d

d�

�

t

0

+

v



2

x

0

�

=  (E

0

+ vp

0

x

):

(59{2)

Le (59{2) risolvono il problema, e hanno anhe importanti onseguenze. Os-

serviamo, per ominiare, he la nostra dimostrazione vale per un punto materia-

le, ma se abbiamo un insieme di punti materiali he non interagisono possiamo

de�nire senza diÆolt�a

~

P

def

=

X

i

~p

i

; E

tot

def

=

X

i

E

i

: (59{3)

Se i punti interagisono le de�nizioni (59{3) non vanno pi�u bene: questo �e hiaro

per l'energia, e sulla quantit�a di moto torneremo tra poo.
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Conservazione dell'impulso e dell'energia

Abbiamo gi�a detto, trattando dei prinipi della dinamia, he anhe la me-

ania relativistia mantiene la onservazione dell'impulso: possiamo dunque

ammettere he

~

P rimanga ostante nel orso dell'evoluzione del sistema. D'altra

parte vale il prinipio di relativit�a: dunque sar�a ostante, aanto a

~

P , anhe

~

P

0

,

misurata in un altro riferimento inerziale K

0

.

Supponiamo ora he i punti materiali he formano il sistema interagisano

per un erto tempo, o pi�u esattamente in una erta regione dello spazio-tempo

(�g. 59{1), mentre prima e dopo l'interazione sia assente. Allora le de�nizio-

ni (59{3) vanno bene prima e dopo, e debbono dare gli stessi valori per

~

P .

Lo stesso aadr�a per

~

P

0

. Ma se sommiamo su tutti i punti la prima delle (59{2),

valida per iasun punto, avremo

P

x

= 

�

P

0

x

+

v



2

E

0

tot

�

(59{4)

e se tanto P

x

quanto P

0

x

sono ostanti, lo stesso vale per E

tot

. Abbiamo os��

dimostrato un risultato fondamentale:

La onservazione dell'impulso, unita al prinipio di relativit�a, implia

la onservazione dell'energia.

Ci troviamo dunque in una situazione ompletamente diversa dalla mea-

nia newtoniana, dove la onservazione dell'impulso pu�o valere senza he valga

quella dell'energia: i�o aade, ome sappiamo, in presenza di forze dissipative,

e in partiolare nel aso di urti anelastii. Ma questo fa sorgere un problema:

gli urti anelastii esistono: ome vengono visti nella meania relativistia?

Nella meania newtoniana un urto nel quale agisano forze dissipative

si aratterizza dal fatto he l'energia inetia �nale �e minore di quella iniziale.

Questo resta neessariamente vero anhe in relativit�a, mentre l'energia totale

deve onservarsi. Ma sappiamo he per iasun punto

E

i

= T

i

+m

i



2

e di qui si vede la risposta: se E

tot

si onserva, e T diminuise, i�o signi�a he

la somma delle masse di riposo aumenta.

�

E interessante osservare he la relativit�a ompie qui l'uni�azione di due

situazioni he nella meania newtoniana erano del tutto distinte:

{ i proessi onservativi, nei quali vale la onservazione dell'energia meania

(inetia + potenziale)

{ i proessi dissipativi (anelastii) in ui l'energia meania non si onserva,

e per ritrovare la onservazione oorre usire dalla meania, introduendo

altre forme d'energia.
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Nella meania relativistia qualunque forma d'energia ontribuise alla massa

di riposo, per ui la onservazione dell'energia vale sempre: solo he l'energia po-

tr�a apparire ome energia inetia o ome massa di riposo (quest'ultima ontiene

i ontributi di tutte le possibili energie interne al sistema).

La (59{4) i mostra anhe un'altra osa: supponiamo he nel riferimento K

0

sia

~

P = 0 (riferimento del entro di massa) e he fra i punti materiali he

ostituisono il sistema vi sia interazione, os�� he inE

tot

si debba inludere anhe

la orrispondente energia potenziale. Allora nel riferimento K anhe l'energia

potenziale ontribuise alla quantit�a di moto totale, he quindi non �e la somma

delle quantit�a di moto dei singoli punti.

Il gruppo di Lorentz

Possiamo srivere le (58{5), (59{2) in una forma leggermente diversa, he

ne illumina il arattere unitario. Basta de�nire � = v=, ome si fa sempre, e poi

usare t in luogo di t ed E= in luogo di E. Allora le (58{5) diventano

t =  t

0

+ � x

0

x = � t

0

+  x

0

y = y

0

z = z

0

he possiamo anhe srivere in forma di matrii:

0

B

�

t

x

y

z

1

C

A

=

0

B

�

 � 0 0

�  0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

A

0

B

�

t

0

x

0

y

0

z

0

1

C

A

(59{5)

Allo stesso modo le (59{2) diventano

0

B

�

E=

p

x

p

y

p

z

1

C

A

=

0

B

�

 � 0 0

�  0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

A

0

B

�

E

0

=

p

0

x

p

0

y

p

0

z

1

C

A

(59{6)

In questo modo si mettono in evidenza due ose:

{ le leggi di trasformazione sono lineari

{ la legge di trasformazione delle oordinate e quella dell'energia-impulso sono

uguali.

Le quaterne (t; x; y; z) e (E=; p

x

; p

y

; p

z

) possono essere interpretate ome

le omponenti (in una erta base) di elementi di uno spazio vettoriale V

4

sui

reali (quadrivettori); (t

0

; x

0

; y

0

; z

0

) e (E

0

=; p

0

x

; p

0

y

; p

0

z

) sono allora le omponenti
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in un'altra base. Le trasformazioni di Lorentz danno la legge di trasformazione

delle omponenti di uno stesso quadrivettore da una base all'altra. Tali basi non

sono per�o arbitrarie: infatti le trasformazioni di Lorentz lasiano invarianti le

espressioni

(t)

2

� x

2

� y

2

� z

2

(E=)

2

� p

2

x

� p

2

y

� p

2

z

: (59{7)

Dunque in V

4

esiste un prodotto salare (non de�nito positivo) e le trasforma-

zioni di Lorentz onnettono quelle basi in ui il prodotto salare ha la forma

anonia (59{7).

Lo spazio V

4

sta allo spazio-tempo ome lo spazio dei vettori tridimen-

sionali sta all'ordinario spazio eulideo: per riordare l'esistenza della \distan-

za" de�nita dalla (59{7) si parla di spazio-tempo di Minkowski (da H. Min-

kowski, he per primo nel 1908 omprese questa struttura matematia della

relativit�a).

Ci possiamo hiedere: le (59{5), (59{6) sono le pi�u generali trasformazio-

ni lineari he hanno questa propriet�a? La risposta �e no: le trasformazioni he

lasiano invarianti le (59{7) formano neessariamente un gruppo, he si hiama

gruppo di Lorentz. Per vedere he il gruppo di Lorentz non si ridue alle trasfor-

mazioni di Lorentz semplii he abbiamo trovato all'inizio, basta osservare he

una normale rotazione delle oordinate spaziali x, y, z (senza toare il tempo)

ertamente non ambia le espressioni (59{7): quindi il gruppo di Lorentz ontie-

ne le trasformazioni di Lorentz semplii, le rotazioni spaziali, e di onseguenza i

loro prodotti. Si pu�o dimostrare he in tal modo il gruppo si ostruise tutto (pi�u

preisamente, si ottiene il gruppo ortorono proprio; ma non �e il aso d'insistere).

Un'altra dimostrazione dell'inerzia dell'energia

Vogliamo ora presentare una dimostrazione dell'inerzia dell'energia, diversa

da quella esposta in Rel e sempre dovuta ad Einstein. Come vedremo, questa

dimostrazione presenta diversi aspetti interessanti.

Consideriamo una satola A, di massa M , libera di muoversi in direzione

orizzontale, e nella quale si trovi, aostato alla parete di sinistra, un annonino

a molla C, ariato on un proiettile di massa m (�g. 59{2). Inizialmente la

satola �e ferma. Per ora ragioneremo seondo la meania newtoniana.

A un erto istante il annonino spara il proiettile on una veloit�a v, e la

satola rinula verso sinistra on una veloit�a il ui modulo �e V = mv=M . Dopo

un tempo �t il proiettile raggiunge la parete di destra, e vi resta inastrato,

trasmettendole la sua quantit�a di moto: di onseguenza la satola si ferma.

Il tempo �t si alola failmente: se la lunghezza della satola �e l, si trova

�t =

l

v + V

=

M

M +m

l

v

:

Allora lo spostamento della satola �e

Æ = V�t =

m

M +m

l: (59{8)
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Chi osservi il movimento della satola senza sapere quello he aade dentro,

vedr�a la satola muoversi senza ragione apparente: se rede nei prinipi della

meania newtoniana, dai quali sa he il entro di massa di un sistema isolato

non pu�o ambiare veloit�a, e quindi deve restare fermo se era fermo all'inizio,

onluder�a he qualosa si �e spostato all'interno della satola, in modo tale he

il entro di massa abbia ambiato posizione rispetto ad essa: pi�u preisamente

onluder�a he il entro di massa si �e spostato (rispetto alla satola) di Æ verso

destra. Sapendo he il orpo he si �e mosso �e andato da una parete all'altra della

satola, ne potr�a dedurre la massa dall'equazione

m (l � Æ)�MÆ = 0; (59{9)

he esprime il fatto he il entro di massa del sistema non si �e mosso. Natural-

mente la (59{8) e la (59{9) sono equivalenti.

Fin qui niente di nuovo. L'idea di Einstein �e di sostituire al annonino

una sorgente di lue, he emette un breve lampo di energia ", il quale viene

assorbito dalla parete opposta (�g. 59{3). Il fenomeno si svolge in maniera del

tutto analoga, salvo sostituire  a v, e usare il fatto he la radiazione emessa ha

un impulso "= (v. Rel, Cap. 10). Avremo allora V = "=M, e poi

�t =

l

+ V

=

M

M

2

+ "

l

e quindi

Æ = V�t =

"

M

2

+ "

l =

"=

2

M + "=

2

l; (59{10)

he �e del tutto analoga alla (59{8), salvo la sostituzione di m on "=

2

.

Conlusione: poih�e la meania relativistia non nega la onservazione

della quantit�a di moto, e quindi la legge he il entro di massa deve restare fermo,

l'osservatore esterno sar�a ostretto a dire he una massa "=

2

si �e spostata dalla

parete di sinistra a quella di destra.

Seguendo Einstein possiamo ontinuare os��: l'energia assorbita a destra

pu�o essere riportata a sinistra in un modo qualunque (ad es. on una orrente

elettria) e usata per \riariare" la sorgente di lue, he potr�a quindi emette-

re un seondo lampo, e. A ogni lampo la satola si sposterebbe a sinistra,

a meno he il trasporto di energia in senso inverso non provohi anh'esso uno

spostamento della satola, stavolta verso destra.

Dunque non '�e niente di partiolare nell'aver usato radiazione elettroma-

gnetia: qualunque trasferimento di energia " si aompagna neessariamente

a un trasferimento di massa "=

2

.

Attenzione: Per le stesse ragioni disusse in Rel, questo non equivale a dire he

il lampo di lue ha una massa "=

2

!
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Una versione orretta

A rigore questo esperimento ideale ontiene un errore (he per�o non ompro-

mette la onlusione, ome vedremo). Abbiamo supposto he la satola omini

tutta a muoversi verso sinistra, appena emessa la lue: ora i�o �e impossibile. In-

fatti per quanto rigida possa essere la satola, una spinta sulla parete di sinistra

non potr�a trasmettersi istantaneamente alla parete di destra; i sar�a un tempo

�nito di propagazione, dato dalla veloit�a delle onde elastihe nel materiale della

satola, e questa veloit�a non pu�o essere maggiore di . Dunque la lue arriva

prima!

Se os�� non fosse, un dispositivo alla parete destra potrebbe essere informato

dell'emissione della lue prima dell'arrivo di questa, ossia esisterebbero mezzi

�sii di trasmissione delle informazioni pi�u veloi della lue.

Per evitare questa diÆolt�a basta riformulare l'esperimento ome segue:

invee di una satola rigida, onsideriamo due oggetti distinti e non interagenti,

uno dei quali (A) porta la sorgente di lue, e l'altro (B) porta un assorbitore.

Guardiamo ora un diagramma spazio-tempo dell'esperimento.

In �g. 59{4 sono traiate le rette vertiali he rappresentano le linee orarie

di A e di B prima dell'emissione della lue. Questa avviene in orrispondenza

dell'evento E: da quel momento A si muove verso sinistra, seondo la retta obli-

qua. La lue viaggia verso B, he raggiunge dopo il tempo �t (evento R): a quel

momento B si mette in moto verso destra.

Consideriamo ora la posizione del entro di massa G del sistema A+B (sup-

ponendo he le due parti abbiano la stessa massa M). Prima di E il pun-

to G �e fermo a met�a strada fra A e B; ma appena A ominia a muoversi,

lo stesso fa G (on veloit�a met�a). Solo on l'evento R, quando anhe B si

muove, G si ferma di nuovo: ma intanto la sua posizione �e ambiata, il he �e

impossibile: : :

La soluzione �e naturalmente di supporre he la massa di A non resti la stessa

dopo aver emesso la lue, e os�� pure quella di B dopo averla assorbita: lasiamo

per eserizio di veri�are he on una variazione di massa pari a "=

2

tutto torna,

ossia G non si muove. Noi daremo ora di questo fatto una prova pi�u generale.

Il entro di massa relativistio

La disussione dell'ultimo esperimento ideale dovrebbe aver posto un pro-

blema: he osa aade a G nell'intervallo di tempo �t? Se si pensa solo ai

orpi A e B, non �e possibile he G resti fermo, visto he A si muove e B no:

appare dunque evidente he bisogna mettere in onto anhe la radiazione he sta

viaggiando da A a B.

Raggiungiamo os�� una onlusione provvisoria: se un sistema ontiene ra-

diazione elettromagnetia, anhe questa deve ontare nella de�nizione del entro

di massa. Ma questo non equivale a dire he anhe la radiazione ha massa, osa
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he abbiamo eslusa poo fa? O '�e un'altra soluzione? La risposta generale sta

nella seguente

De�nizione: La posizione~r

G

del entro di massa di un sistema di punti materiali

non interagenti �e data da

~r

G

def

=

P

i

E

i

~r

i

P

i

E

i

; (59{11)

(il he vuol dire he in realt�a si tratta di un barientro delle energie).

Come al solito, una de�nizione �e arbitraria, ma dev'essere utile: dobbiamo

quindi far vedere he la (59{11) ha tutte le propriet�a he i aspettiamo dal entro

di massa.

Deriviamo rispetto a t:

~v

G

=

P

i

E

i

~v

i

P

i

E

i

;

(tutte le E

i

sono ostanti). Riordiamo (Rel, Cap. 9) he ~v

i

= 

2

~p

i

=E

i

e otte-

niamo subito

~v

G

= 

2

P

i

~p

i

P

i

E

i

= 

2

~

P

E

tot

:

Dunque per il punto G de�nito dalla (59{11) vale la stessa relazione fra veloit�a,

quantit�a di moto ed energia he si avrebbe se avessimo a he fare on un unio

punto materiale, avente tutta la quantit�a di moto e l'energia del sistema.

Questo risultato �e importante per due motivi:

{ in primo luogo, esso orrisponde strettamente a quello he vale nella me-

ania newtoniana

{ inoltre i autorizza a trattare un sistema, omunque omplesso, ome un

punto materiale, pur di attribuirgli l'energia e la quantit�a di moto totali.

Si apise os�� he non oorre onosere in dettaglio la struttura interna del

sistema per de�nire le grandezze meanihe e per usare le relazioni fondamentali

fra di esse.

Questa �e una irostanza fortunata: se os�� non fosse, non sapremmo ome

parlare di energia, massa, e. per un qualunque orpo: il orpo �e fatto di

atomi, he a loro volta sono omposti di elettroni e nulei; questi onsistono

di neutroni e protoni, i quali non sono elementari, ma formati da quark: : :

E se domani soprissimo nuovi ostituenti elementari, dovremmo riominiare

daapo? Abbiamo visto he per i nostri disorsi i�o non �e neessario.

Di passaggio, abbiamo anhe risolto il problema da ui eravamo partiti:

il entro di massa de�nito dalla (59{11) resta siuramente fermo, se nel alolo

inludiamo anhe la radiazione. Infatti la quantit�a di moto totale del sistema

era nulla all'inizio, e nulla resta in qualunque istante suessivo: ne segue he �e

sempre ~v

G

= 0.

Pi�u in generale, si vede he il entro di massa di un sistema isolato si muove

di moto rettilineo uniforme, perh�e tanto

~

P quanto E

tot

sono ostanti.
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